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第一章 行列式 高等代数习题选编

第一讲 降阶法

例 1.1

计算 n 阶行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n

−1 0 3 · · · n

−1 −2 0 · · · n
... ... ... ...
−1 −2 −3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.2 爪型行列式

求下列 n 阶行列式的值，其中 ai ̸= 0 (2 ≤ i ≤ n)：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b2 b3 · · · bn

c2 a2 0 · · · 0

c3 0 a3 · · · 0
... ... ... ...
cn 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.3

计算 n 阶行列式（ai ̸= 0）：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − a2 x3 · · · xn

x1 x2 x3 − a3 · · · xn

... ... ... ...
x1 x2 x3 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.4

计算下列 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

1 C1
2 · · · C1

n

1 C2
3 · · · C2

n+1
... ... ...
1 Cn−1

n · · · Cn−1
2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.5

计算下列 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 · · · 0 1

0 a · · · 0 0
... ... ... ...
0 0 · · · a 0

1 0 · · · 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.8

设 |A| = |aij| 是一个 n 阶行列式，Aij 是第 (i, j) 元素的代数余子式。证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n x1

a21 a22 · · · a2n x2

... ... ... ...
an1 an2 · · · ann xn

y1 y2 · · · yn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A| −

n∑
i=1

n∑
j=1

Aijxiyj.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

设 n 阶行列式 |A| 的第 (i, j) 元素为

aij = max{i, j}.

求 |A|。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 2

设 n 阶行列式 |A| 的第 (i, j) 元素为

aij = |i− j|.

求 |A|。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 3(1) 白皮书例 1.14

计算行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1

1 1 1 + y 1

1 1 1 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 3(2) 白皮书例 1.18

计算 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1

1 0 · · · 1 1
... ... ... ...
1 1 · · · 0 1

1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

11 / 101



第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 3(3) 白皮书例 1.19

计算 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b a2 a3 · · · an

a1 a2 + b a3 · · · an

a1 a2 a3 + b · · · an
... ... ... ...
a1 a2 a3 · · · an + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 4

用降阶法求下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an−1 an

c1 b2 0 · · · 0 0

0 c2 b3 · · · 0 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · bn−1 0

0 0 0 · · · cn−1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 5

用降阶法求下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1b1 a1b2 a1b3 · · · a1bn

a1b2 a2b2 a2b3 · · · a2bn

a1b3 a2b3 a3b3 · · · a3bn
... ... ... ...

a1bn a2bn a3bn · · · anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第二讲 求和法

例 1.17

设 x1, x2, x3 是方程

x3 + px+ q = 0

的三个根，求下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

x2 x3 x1

x3 x1 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.20

设

bij = (ai1 + ai2 + · · ·+ ain)− aij,

证明： ∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 · · · b1n
... ...
bn1 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)n−1(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
... ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.18

计算 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1

1 0 · · · 1 1
... ... ... ...
1 1 · · · 0 1

1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.19

计算下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b a2 a3 · · · an

a1 a2 + b a3 · · · an

a1 a2 a3 + b · · · an
... ... ... ...
a1 a2 a3 · · · an + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.21

计算 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

n 1 2 · · · n− 2 n− 1

n− 1 n 1 · · · n− 3 n− 2
... ... ... ... ...
3 4 5 · · · 1 2

2 3 4 · · · n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

设 x1, x2, x3, x4 是方程

x4 + 3x2 + 2x+ 1 = 0

的四个根，求行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3 x4

x2 x3 x4 x1

x3 x4 x1 x2

x4 x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的值。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 2

用求和法计算高代白皮书的例 1.3（ai ̸= 0）：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − a2 x3 · · · xn

x1 x2 x3 − a3 · · · xn

... ... ... ...
x1 x2 x3 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第三讲 递推法与数学归纳法

例 1

求三对角行列式的递推关系式（空白处均为 0）：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 a2 b2

c2 a3
. . .

. . . . . . bn−1

cn−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

记 D0 = 1、D1 = a1。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.23

计算 n 阶行列式（bc ̸= 0）：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

c a b

c a
. . .

. . . . . . b

c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.24

证明：n 阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosx 1 0 · · · 0 0 0

1 2 cosx 1 · · · 0 0 0

0 1 2 cosx · · · 0 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 1 2 cosx 1

0 0 0 · · · 0 1 2 cosx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cosnx.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.22

求下列 n 阶行列式的值：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a1 a2

−1 1− a2 a3

−1 1− a3
. . .

. . . . . . an

−1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.25

计算 n 阶行列式：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y y · · · y

z x2 y · · · y

z z x3 · · · y
... ... ... ...
z z z · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.16 Cauchy 行列式

计算下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1 + b1)

−1 (a1 + b2)
−1 · · · (a1 + bn)

−1

(a2 + b1)
−1 (a2 + b2)

−1 · · · (a2 + bn)
−1

... ... ...
(an + b1)

−1 (an + b2)
−1 · · · (an + bn)

−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.26

设

An =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 + a1 a1 0 · · · 0

a1 a1 + a2 a2 · · · 0

0 a2 a2 + a3 · · · 0
... ... ... ...
0 0 0 · · · an−1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明：An = a0a1 · · · an。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.7

设 n（n > 2）阶行列式 |A| 的所有元素或为 1 或为 −1。证明：

|A| ≤ 2

3
n!.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.9

设 fij(t) 是可微函数，

F (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) f12(t) · · · f1n(t)

f21(t) f22(t) · · · f2n(t)
... ... ...

fn1(t) fn2(t) · · · fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明：

F ′(t) =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) f12(t) · · · f ′

1j(t) · · · f1n(t)

f21(t) f22(t) · · · f ′
2j(t) · · · f2n(t)

... ... ... ...
fn1(t) fn2(t) · · · f ′

nj(t) · · · fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

令

(a1a2 · · · an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1

−1 a2 1

−1 a3
. . .

. . . . . . 1

−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明连分数等式

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

. . . + 1

an

=
(a1a2 · · · an)
(a2a3 · · · an)

.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 2

用递推法计算高代白皮书的例 1.2（爪型行列式）：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b2 b3 · · · bn

c2 a2 0 · · · 0

c3 0 a3 · · · 0
... ... ... ...
cn 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 3

用递推法计算高代白皮书的例 1.3：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − a2 x3 · · · xn

x1 x2 x3 − a3 · · · xn

... ... ... ...
x1 x2 x3 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 4

用递推法求下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an−1 an

c1 b2 0 · · · 0 0

0 c2 b3 · · · 0 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · bn−1 0

0 0 0 · · · cn−1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 5

用递推法求下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1b1 a1b2 a1b3 · · · a1bn

a1b2 a2b2 a2b3 · · · a2bn

a1b3 a2b3 a3b3 · · · a3bn
... ... ... ...

a1bn a2bn a3bn · · · anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 6

分别用递推法和例 1.25 求下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a · · · a 0

a a · · · 0 b
... ... ... ...
a 0 · · · b b

0 b · · · b b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 7

用递推法求下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n n

−1 x− n+ 2 n− 1

−2 x− n+ 4
. . .

. . . . . . 1

−n x+ n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 8

用递推法求下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1

n− 1 x 2

n− 2 x
. . .

. . . . . . n− 1

1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第四讲 拆分法

例 1.32

设 t 是一个参数，

|A(t)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + t a12 + t · · · a1n + t

a21 + t a22 + t · · · a2n + t
... ... ...

an1 + t an2 + t · · · ann + t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明：

|A(t)| = |A(0)|+ t
n∑

i=1

n∑
j=1

Aij,

其中 Aij 是 aij 在 |A(0)| 中的代数余子式。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.33

计算 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b · · · b

c a · · · b
... ... ...
c c · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.43

设 fk(x)（k = 1, 2, . . . , n）是次数不超过 n−2的多项式。证明：对任意 n个数 a1, a2, . . . , an，

均有 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(a1) f2(a1) · · · fn(a1)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
... ... ...

f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 I + ααT

求下列 n 阶行列式的值：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + α2

1 α1α2 · · · α1αn

α2α1 1 + α2
2 · · · α2αn

... ... ...
αnα1 αnα2 · · · 1 + α2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

用拆分法的推论计算高代白皮书的例 1.3：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − a2 x3 · · · xn

x1 x2 x3 − a3 · · · xn

... ... ... ...
x1 x2 x3 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 2

用拆分法计算下列 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 · · · 1 + x1yn

1 + x2y1 1 + x2y2 · · · 1 + x2yn
... ... ...

1 + xny1 1 + xny2 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 3

用拆分法和例 1.23 计算下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 · · · 0 0

x+ x2 1 + x2 x · · · 0 0

0 x 1 + x2 · · · 0 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 1 + x2 x

0 0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 4

设 A = (aij) 为 n 阶方阵，b 为常数，方阵

B = (aij + b).

(1) 证明：A 的所有代数余子式之和等于 B 的所有代数余子式之和；

(2) 进一步假设 A 是偶数阶反对称矩阵，证明 |A| = |B|。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 5

设 |A| 是如下 2019 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · x2018
1

1 x2 x2
2 · · · x2018

2
... ... ... ...
1 x2019 x2

2019 · · · x2018
2019

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

设 Aij 为第 (i, j) 元素的代数余子式，求

2019∑
i,j=1

(
x2019
i + j70

)
Aij.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第五讲 Vandermonde 行列式

例 1.27

计算下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
an−1
1 an−2

1 b1 · · · a1b
n−2
1 bn−1

1

an−1
2 an−2

2 b2 · · · a2b
n−2
2 bn−1

2
... ... ... ...

an−1
n an−2

n bn · · · anb
n−2
n bn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.28

设

fk(x) = xk + αk1x
k−1 + αk2x

k−2 + · · ·+ αkk,

求下列行列式的值： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f1(x1) f2(x1) · · · fn−1(x1)

1 f1(x2) f2(x2) · · · fn−1(x2)
... ... ... ...
1 f1(xn) f2(xn) · · · fn−1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.29

求下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cos θ1 cos 2θ1 · · · cos(n− 1)θ1

1 cos θ2 cos 2θ2 · · · cos(n− 1)θ2
... ... ... ...
1 cos θn cos 2θn · · · cos(n− 1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

50 / 101



第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.30

求下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ1 sin 2θ1 · · · sinnθ1

sin θ2 sin 2θ2 · · · sinnθ2
... ... ...

sin θn sin 2θn · · · sinnθn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.31

设多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

若 f(x) 有 n+ 1 个不同的根 b1, b2, . . . , bn+1，证明：

an = an−1 = · · · = a1 = a0 = 0.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

设 λ1, λ2, . . . , λn 为 n 个复数，满足

λk
1 + λk

2 + · · ·+ λk
n = r, k = 1, 2, . . . , n, n + 1,

其中 r ∈ {0, 1, . . . , n}。用 Vandermonde 行列式和 Cramer 法则证明：λ1, λ2, . . . , λn 中有 r

个 1，n− r 个 0。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 2

求下列 n 阶行列式的值（x̂i 表示 xi 不在连乘式中）：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xn−2

1 x̂1x2 · · · xn

1 x2 · · · xn−2
2 x1x̂2 · · · xn

... ... ... ...
1 xn · · · xn−2

n x1x2 · · · x̂n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第六讲 升阶法

例 1.34

计算下列行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1 1 + x2

1 · · · 1 + xn
1

1 + x2 1 + x2
2 · · · 1 + xn

2
... ... ...

1 + xn 1 + x2
n · · · 1 + xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.35

计算下列 n 阶行列式的值（1 ≤ i ≤ n− 1）：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xi−1

1 xi+1
1 · · · xn

1

1 x2 · · · xi−1
2 xi+1

2 · · · xn
2

... ... ... ... ...
1 xn · · · xi−1

n xi+1
n · · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.36

求下列 n 阶行列式的值，其中 ai ̸= 0（1 ≤ i ≤ n）：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 + a2 · · · a1 + an−1 a1 + an

a2 + a1 0 · · · a2 + an−1 a2 + an
... ... ... ...

an−1 + a1 an−1 + a2 · · · 0 an−1 + an

an + a1 an + a2 · · · an + an−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

用升阶法计算下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1(x1 − a) x2

1(x1 − a) · · · xn−1
1 (x1 − a)

1 x2(x2 − a) x2
2(x2 − a) · · · xn−1

2 (x2 − a)
... ... ... ...
1 xn(xn − a) x2

n(xn − a) · · · xn−1
n (xn − a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第七讲 求根法

例 Vandermonde 行列式

用求根法计算 Vandermonde 行列式：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xn−1

1

1 x2 · · · xn−1
2

... ... ...
1 xn · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.41

求下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3

1 2− x2 2 3

2 3 1 5

2 3 1 9− x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

60 / 101



第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.43

设 fk(x)（k = 1, 2, . . . , n）是次数不超过 n−2的多项式。证明：对任意 n个数 a1, a2, . . . , an，

均有 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(a1) f2(a1) · · · fn(a1)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
... ... ...

f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.12

计算：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z w

y x w z

z w x y

w z y x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.14

计算下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1

1 1 1 + y 1

1 1 1 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.15

求下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a+ b)2 c2 c2

a2 (b+ c)2 a2

b2 b2 (c+ a)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.16

计算下列 n 阶 Cauchy 行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1 + b1)

−1 (a1 + b2)
−1 · · · (a1 + bn)

−1

(a2 + b1)
−1 (a2 + b2)

−1 · · · (a2 + bn)
−1

... ... ...
(an + b1)

−1 (an + b2)
−1 · · · (an + bn)

−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

设 x1, x2, . . . , xn 都是未定元，

Sk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n (k ≥ 1), S0 = n.

用求根法求下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S0 S1 · · · Sn−1

S1 S2 · · · Sn

... ... ...
Sn−1 Sn · · · S2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第八讲 组合定义

例 1.10

若 n 阶行列式 |A| 中零元素的个数超过 n2 − n 个，证明：|A| = 0。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.9

设 fij(t) 是可微函数，

F (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) f12(t) · · · f1n(t)

f21(t) f22(t) · · · f2n(t)
... ... ...

fn1(t) fn2(t) · · · fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明：

F ′(t) =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11(t) f12(t) · · · f ′

1j(t) · · · f1n(t)

f21(t) f22(t) · · · f ′
2j(t) · · · f2n(t)

... ... ... ...
fn1(t) fn2(t) · · · f ′

nj(t) · · · fnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.11

设

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 x− a22 · · · −a2n

... ... ...
−an1 −an2 · · · x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明：f(x) 是最高次项系数为 1 的 n 次多项式，且其 n − 1 次项系数等于 −(a11 + a22 +

· · ·+ ann)。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1

设 A = (aij) 为 n 阶复矩阵，证明：

|A| = |A|.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 2

设 A = (aij) 是 n（n ≥ 2）阶非异整数方阵，满足对任意的 i, j，|A| 均可整除 aij。证明：

|A| = ±1.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 反对称行列式

如果 n 阶行列式 |A| 的元素满足

aij = −aji (1 ≤ i, j ≤ n),

则称为反对称行列式。用组合定义证明：奇数阶反对称行列式的值等于零。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

设 Γ 为形如下列形式的 2016 阶矩阵全体：矩阵的每行、每列只有一个非零元素，且该非

零元素为 1。求 ∑
A∈Γ

|A|.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 2

对 n 阶行列式 |A| 的组合定义中的每一项

(−1)N(k1,k2,...,kn)ak11ak22 · · · aknn, (k1, k2, . . . , kn) ∈ Sn,

若其取值为正，称其为正项；若为负，称其为负项。求下列行列式的展开式中有多少项为

正项： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 · · · −1
1 1 −1 · · · −1
1 1 1 · · · −1
... ... ... ...
1 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 3

设 n 阶行列式

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 0 1 · · · 1

x1 x2 · · · xk−1 1 xk+1 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
k−1 2xk x2

k+1 · · · x2
n

x3
1 x3

2 · · · x3
k−1 3x2

k x3
k+1 · · · x3

n
... ... ... ... ... ...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
k−1 (n− 1)xn−2

k xn−1
k+1 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

其中 1 ≤ k ≤ n。求
n∑

k=1

Dk.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 4

计算下列 n+ 1 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1

1 a1 a2 · · · an

−2 a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

(−1)n−1n an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 5

设 |A| 为 n 阶行列式，其中 n 为奇数，且 |A| 的所有元素都是整数。证明：若对任意的
1 ≤ i ≤ n，aii 都是偶数，且对任意的 1 ≤ i < j ≤ n，aij + aji 都是偶数，则 |A| 也是偶数。

77 / 101



第一章 行列式 高等代数习题选编

第九讲 Laplace 定理

例 1.37

利用行列式的 Laplace 定理证明恒等式：

(ab′ − a′b)(cd′ − c′d)− (ac′ − a′c)(bd′ − b′d) + (ad′ − a′d)(bc′ − b′c) = 0.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.38

求 2n 阶行列式的值：主对角线上元素全为 a，副对角线上元素全为 b，其余元素全为 0。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.39

设 A,B 都是 n 阶方阵，证明：

|A+B| = |A|+ |B|+
n−1∑
k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n
1≤j1<···<jk≤n

A

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
B

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
,

这里 A
(
i1···ik
j1···jk

)
表示相应子式。

80 / 101



第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1

设 A = (aij) 为 n 阶方阵，x 为未定元，

f(x) = |xIn − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 x− a22 · · · −a2n

... ... ...
−an1 −an2 · · · x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明：

f(x) = xn + α1x
n−1 + · · ·+ αn−1x+ αn,

其中

αk = (−1)k
∑

1≤i1<···<ik≤n

A

(
i1 · · · ik

i1 · · · ik

)
, 1 ≤ k ≤ n.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.36

求下列 n 阶行列式的值，其中 ai ̸= 0（1 ≤ i ≤ n）：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 + a2 · · · a1 + an−1 a1 + an

a2 + a1 0 · · · a2 + an−1 a2 + an
... ... ... ...

an−1 + a1 an−1 + a2 · · · 0 an−1 + an

an + a1 an + a2 · · · an + an−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 1

设 A = (aij) 为 n 阶方阵，求下列 mn 阶行列式的值，其中 A 的每一行各重复 m 次：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
... ... ...
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...
a21 a22 · · · a2n
... ... ...

an1 an2 · · · ann
... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 2

用 Laplace 定理计算高代白皮书的例 1.3：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − a2 x3 · · · xn

x1 x2 x3 − a3 · · · xn

... ... ... ...
x1 x2 x3 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

练习 3

用 Laplace 定理计算下列 n 阶行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + c1y1 1 + c1y2 · · · 1 + c1yn

1 + c2y1 1 + c2y2 · · · 1 + c2yn
... ... ...

1 + cny1 1 + cny2 · · · 1 + cnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第十讲 综合运用

例 1.15

求下列行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a+ b)2 c2 c2

a2 (b+ c)2 a2

b2 b2 (c+ a)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.44

计算下列 n 阶行列式的值：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x− a1)

2 a22 · · · a2n

a21 (x− a2)
2 · · · a2n

... ... ...
a21 a22 · · · (x− an)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.34

计算下列行列式：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1 1 + x2

1 · · · 1 + xn
1

1 + x2 1 + x2
2 · · · 1 + xn

2
... ... ...

1 + xn 1 + x2
n · · · 1 + xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.45

设 n 阶行列式 |A| = |aij|，Aij 是元素 aij 的代数余子式。证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − a12 a12 − a13 · · · a1,n−1 − a1n 1

a21 − a22 a22 − a23 · · · a2,n−1 − a2n 1
... ... ... ...

an1 − an2 an2 − an3 · · · an,n−1 − ann 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i,j=1

Aij.
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第一章 行列式 高等代数习题选编

例 1.42

设 f 为从 n 阶方阵全体构成的集合到数集上的映射，使得对任意方阵 A、任意 1 ≤ j ≤ n

和任意常数 c，均满足：

(1) 若 A 的第 j 列是 B,C 的第 j 列之和，而其余列对应相同，则 f(A) = f(B) + f(C)；

(2) 将 A 的第 j 列乘以 c 得 B，则 f(B) = cf(A)；

(3) 对换 A 的任意两列得 B，则 f(B) = −f(A)；
(4) f(In) = 1。

证明：f(A) = |A|。
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练习 1

设 n ≥ 2，

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 7 · · · 3n− 2

1 5 9 · · · 4n− 3

a31 a32 a33 · · · a3n
... ... ... ...

an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

其中 Aij 是 |A| 的第 (i, j) 元素的代数余子式。用行列式性质和例 1.32 两种方法证明：

|A| =
n∑

i,j=1

Aij.
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参考答案

以下只列非证明题的最终结果。

第一讲 降阶法

例 1.1 |A| = n!。

例 1.2 |A| =
n∏

i=1

ai

(
1−

n∑
i=2

bici
a1ai

)
。

例 1.3 |A| = (−1)n−1a1a2 · · · an

(
n∑

i=1

xi

ai
− 1

)
。

例 1.4 |A| = 1。

例 1.5 |A| = an − an−2。

练习 1 |A| = (−1)n−1n。

练习 2 |A| = (−1)n−1(n− 1)2n−2。

练习 3(1) |A| = x2y2。

练习 3(2) |A| = (−1)n−1(n− 1)。

练习 3(3) |A| = bn−1

(
b+

n∑
i=1

ai

)
。

练习 4 记

B =
n∏

i=2

bi, |A| = B

[
a1 +

n∑
j=2

(−1)j−1ajc1c2 · · · cj−1

b2b3 · · · bj

]
.

练习 5 |A| = (−1)n−1a1bn

n−1∏
i=1

(aibi+1 − ai+1bi)。
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第二讲 求和法

例 1.17 |A| = 0。

例 1.18 |A| = (−1)n−1(n− 1)。

例 1.19 |A| = bn−1

(
b+

n∑
i=1

ai

)
。

例 1.21 |A| = (−1)n−1 (n+ 1)nn−1

2
。

练习 1 行列式的值为 0。

练习 2 |A| = (−1)n−1a1a2 · · · an

(
n∑

i=1

xi

ai
− 1

)
。
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第一章 行列式 高等代数习题选编

第三讲 递推法与数学归纳法

例 1 D0 = 1，D1 = a1，且

Dn = anDn−1 − bn−1cn−1Dn−2 (n ≥ 2).

例 1.23 令 α, β 是 t2 − at+ bc = 0 的两根。若 α ̸= β，则

Dn =
αn+1 − βn+1

α− β
;

若 α = β，则 Dn = (n+ 1)(a/2)n。

例 1.22 |A| = 1− a1 + a1a2 − a1a2a3 + · · ·+ (−1)na1a2 · · · an。

例 1.25 记 Py =
∏n

i=1(xi − y)，Pz =
∏n

i=1(xi − z)。若 y ̸= z，则

Dn =
zPy − yPz

z − y
;

若 y = z，则

Dn = Py + y
n∑

i=1

∏
1≤j≤n
j ̸=i

(xj − y).

例 1.16 |A| =
∏

1≤i<j≤n(aj − ai)(bj − bi)∏n
i,j=1(ai + bj)

。

练习 2 |A| =
n∏

i=1

ai

(
1−

n∑
i=2

bici
a1ai

)
。

练习 3 |A| = (−1)n−1a1a2 · · · an

(
n∑

i=1

xi

ai
− 1

)
。

练习 4 记 B =
∏n

i=2 bi，则

|A| = B

[
a1 +

n∑
j=2

(−1)j−1ajc1c2 · · · cj−1

b2b3 · · · bj

]
.

练习 5 |A| = (−1)n−1a1bn

n−1∏
i=1

(aibi+1 − ai+1bi)。

练习 6 |A| = (−1)
(n−1)(n−2)

2 ab
n−1∑
k=0

an−1−kbk。

练习 7 |A| = (x− 1)n。

练习 8 |A| =
n−1∏
k=0

(x+ n− 1− 2k)。
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第四讲 拆分法

例 1.33 若 b ̸= c，则

|A| = b(a− c)n − c(a− b)n

b− c
;

若 b = c，则 |A| = (a− b)n−1
(
a+ (n− 1)b

)
。

例 I + ααT Dn = 1 +
n∑

i=1

α2
i。

练习 1 |A| = (−1)n−1a1a2 · · · an

(
n∑

i=1

xi

ai
− 1

)
。

练习 2 |A| = 1 +
n∑

i=1

xiyi。

练习 3 当 x2 ̸= 1 时，

|A| = x2n+2 − x2n+1 + x3 − 1

x2 − 1
;

右端按多项式恒等式理解其在 x2 = 1 时的取值。

练习 5 记 V = (xj
i )0≤j≤2018，则答案为( ∏

1≤i<j≤2019

(xj − xi)

)(
2−

2019∏
i=1

(1− xi)

)
.
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第五讲 Vandermonde 行列式

例 1.27 |A| =
∏

1≤i<j≤n

(aibj − ajbi)。

例 1.28 |A| =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)。

例 1.29 |A| = 2
(n−1)(n−2)

2

∏
1≤i<j≤n

(cos θj − cos θi)。

例 1.30 |A| = 2
(n−1)(n−2)

2

n∏
i=1

sin θi
∏

1≤i<j≤n

(cos θj − cos θi)。

练习 2 |A| =
∏

1≤i<j≤n(xj − xi)∏n
i=1 xi

。
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第六讲 升阶法

例 1.34 记 W = (xj
i )1≤i,j≤n，1 = (1, . . . , 1)T，则

|A| = det(W )
(
1 + 1TW−11

)
.

例 1.35 |A| =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
∑

1≤k1<···<kn−i≤n

xk1xk2 · · · xkn−i
。

例 1.36 记 S =
∑n

i=1 ai，T =
∑n

i=1 a
−1
i ，则

|A| = (−2)n−2

(
n∏

i=1

ai

)(
(n− 2)2 − ST

)
.

练习 1 左端行列式经 Cj ← Cj + aCj−1（j = 2, . . . , n）化为

det(1, x2
i , x

3
i , . . . , x

n
i )1≤i≤n =

( ∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

)
en−1(x1, . . . , xn),

其中 en−1 是 n− 1 次基本对称多项式。
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第七讲 求根法

例 Vandermonde 行列式 Dn =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)。

例 1.41 |A| = −3(x2 − 1)(x2 − 4)。

例 1.12 |A| = (x+ y + z + w)(x+ y − z − w)(x− y + z − w)(x− y − z + w)。

例 1.14 |A| = x2y2。

例 1.15 |A| = 2abc(a+ b+ c)3。

例 1.16 |A| =
∏

1≤i<j≤n(aj − ai)(bj − bi)∏n
i,j=1(ai + bj)

。

练习 1 |A| =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
2。
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第八讲 组合定义

练习 1
∑
A∈Γ

|A| = 0。

练习 2 正项的个数为
n! + 2n−1

2
.

练习 3
n∑

k=1

Dk = 0。

练习 4 记 es(a1, . . . , an) 为 s 次基本对称多项式，则

|A| = −

( ∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)

)[
n+

n−1∑
s=1

(n− s)es

]
.
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第九讲 Laplace 定理

例 1.38 原行列式的值为 (a2 − b2)n。

例 1.36 记 S =
∑n

i=1 ai，T =
∑n

i=1 a
−1
i ，则

|A| = (−2)n−2

(
n∏

i=1

ai

)(
(n− 2)2 − ST

)
.

练习 1 当 m ≥ 2 时，mn 阶行列式等于 0。

练习 2 |A| = (−1)n−1a1a2 · · · an

(
n∑

i=1

xi

ai
− 1

)
。

练习 3 |A| = 1 +
n∑

i=1

ciyi。
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第十讲 综合运用

例 1.15 |A| = 2abc(a+ b+ c)3。

例 1.44 记 Pi = (x2 − 2aix)，则

|A| =
n∑

i=1

a2i
∏

1≤j≤n
j ̸=i

Pj +
n∏

j=1

Pj.

例 1.34 记 W = (xj
i )1≤i,j≤n，1 = (1, . . . , 1)T，则

|A| = det(W )
(
1 + 1TW−11

)
.
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