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数学分析（上册） 练习 2.1

练习 2.1 第 1 题

按定义证明下列各极限：

(1) lim
n→∞

3n2 + 2n+ 1

2n2 − 3
=

3

2
；

(2) lim
n→∞

2
− 1√

n = 1；

(3) lim
n→∞

arctann =
π

2
；

(4) lim
n→∞

1
n
√
n!

= 0；

(5) lim
n→∞

n
√
n = 1；

(6) lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

= 1；

(7) lim
n→∞

[
(n+ 1)α − nα

]
= 0 (0 < α < 1)。
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数学分析（上册） 练习 2.1

练习 2.1 第 2 题

按定义证明下列各数列发散：

(1)
{
n(−1)n

}
；

(2) {sinn}。
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数学分析（上册） 练习 2.2

练习 2.2 第 1 题

设 lim
n→∞

xn = a ̸= 0。证明存在正整数 N，使当 n > N 时，就有

|xn| >
|a|
2
.
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数学分析（上册） 练习 2.2

练习 2.2 第 2 题

设数列 {xn} 收敛而数列 {yn} 发散，则数列 {xn + yn} 和 {xnyn} 有怎样的敛散性？
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数学分析（上册） 练习 2.2

练习 2.2 第 3 题

求下列各极限：

(1) lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
；

(2) lim
n→∞

√
n+ 1−

√
n√

n+ 2−
√
n
；

(3) lim
n→∞

(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)√

n3；

(4) lim
n→∞

1 + a+ a2 + · · ·+ an

1 + b+ b2 + · · ·+ bn
(|a| < 1, |b| < 1)；

(5) lim
n→∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
；

(6) lim
n→∞

(
1

a
+

2

a2
+ · · ·+ n

an

)
(a > 1)。
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数学分析（上册） 练习 2.3

练习 2.3 第 1 题

证明下列各极限：

(1) lim
n→∞

n!

nn
= 0；

(2) lim
n→∞

an

n!
= 0 (a ∈ R)；

(3) lim
n→∞

ns

an
= 0 (a > 1, s ∈ R)；

(4) lim
n→∞

loga n
ns

= 0 (a > 0, a ̸= 1, s > 0)。
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数学分析（上册） 练习 2.3

练习 2.3 第 2 题

求下列各极限：

(1) lim
n→∞

[
1

n
− 1

2n
+

1

3n
− · · ·+ (−1)n+1 1

n2

]
；

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

n+ k

n2 + k
；

(3) lim
n→∞

(n!)
1
n2；

(4) lim
n→∞

[
log2 n ·

(
n
√
2− 1

)
· cosn

]
；

(5) lim
n→∞

[
n1+ 1

n

]
n

。

第 7 页 / 共 66 页



数学分析（上册） 练习 2.3

练习 2.3 第 3 题

利用单调收敛定理判定数列 {xn} 的收敛性，其中

(1) x1 =
√
2, . . . , xn =

√
2xn−1, . . .；

(2) xn = 1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n。
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数学分析（上册） 练习 2.4

练习 2.4 第 1 题

按定义证明下列各极限：

(1) lim
x→+∞

qx = 0 (0 < q < 1)；

(2) lim
x→1

loga x = 0 (a > 0, a ̸= 1)；

(3) lim
x→2

x+ 1

2x2 − 3
=

3

5
；

(4) lim
x→3

x2 − 9

x2 + x− 12
=

6

7
；

(5) lim
x→0−

arctan 1

x
= −π

2
；

(6) lim
x→x0

3
√
x = 3

√
x0；

(7) lim
x→x0

ex = ex0。
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数学分析（上册） 练习 2.4

练习 2.4 第 2 题

求下列各函数在给定点 x0 的左、右极限：

(1) f(x) =
1

x
−
[
1

x

]
, x0 =

1

n
，其中 n 是大于 1 的整数；

(2) f(x) = lim
n→∞

ln(x+ 2)− x2n sinx

x2n + 1

(
0 ≤ x ≤ π

2

)
, x0 = 1。
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数学分析（上册） 练习 2.4

练习 2.4 第 3 题

写出下列各式的分析定义：

(1) lim
x→x+

0

f(x) ̸= A；

(2) lim
x→∞

f(x) ̸= A。
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数学分析（上册） 练习 2.5

练习 2.5 第 1 题

求下列各极限：

(1) lim
x→1

xm − 1

xn − 1
(m,n ∈ N∗)；

(2) lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

(m,n ∈ N∗)；

(3) lim
x→−8

√
1− x− 3

2 + 3
√
x
；

(4) lim
x→0

m
√
1 + αx n

√
1 + βx− 1

x
(m,n ∈ N∗)；

(5) lim
x→+∞

ln(2 + e3x)

ln(3 + e2x)
；

(6) lim
x→π

sinmx

sinnx
(m,n ∈ N∗)。
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数学分析（上册） 练习 2.6

练习 2.6 第 1 题

证明下列各极限：

(1) lim
x→+∞

x
1
x = 1；

(2) lim
x→+∞

xs

ax
= 0 (a > 1, s > 0)；

(3) lim
x→+∞

loga x
xs

= 0 (a > 0, a ̸= 1, s > 0)；

(4) lim
x→0+

xs loga x = 0 (a > 0, a ̸= 1, s > 0)。
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数学分析（上册） 练习 2.6

练习 2.6 第 2 题

求下列各极限：

(1) lim
x→0

x

[
1

x

]
；

(2) lim
n→∞

sin
(
π
√

n2 + 1
)
；

(3) lim
n→∞

cos x
2

cos x
4
· · · cos x

2n
。
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数学分析（上册） 练习 2.6

练习 2.6 第 3 题

对于下列各极限，叙述并证明归结原则：

(1) lim
x→x+

0

f(x) = A；

(2) lim
x→−∞

f(x) = A。
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数学分析（上册） 练习 2.6

练习 2.6 第 4 题

对于下列各极限，给出柯西收敛原理：

(1) lim
x→x−

0

f(x)；

(2) lim
x→∞

f(x)。
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数学分析（上册） 练习 2.7

练习 2.7 第 1 题

按定义证明下列各数列为无穷大量：

(1)
{
n2 − 3

2n+ 1

}
；

(2)
{
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

}
。

第 17 页 / 共 66 页



数学分析（上册） 练习 2.7

练习 2.7 第 2 题

写出下列各式的分析定义：

(1) lim
x→x−

0

f(x) ̸= +∞；

(2) lim
x→+∞

f(x) ̸= −∞；

(3) lim
x→∞

f(x) ̸= +∞。
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数学分析（上册） 练习 2.7

练习 2.7 第 3 题

按定义证明下列各极限：

(1) lim
x→0+

loga x = +∞ (0 < a < 1)；

(2) lim
x→−∞

x2 + x

x− 1
= −∞；

(3) lim
x→∞

cot 1

x
= ∞。
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数学分析（上册） 练习 2.7

练习 2.7 第 4 题

对于下列各极限，叙述并证明归结原则：

(1) lim
x→x0

f(x) = +∞；

(2) lim
x→∞

f(x) = −∞。
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数学分析（上册） 练习 2.7

练习 2.7 第 5 题

求下列各极限：

(1) lim
x→0

loga(1 + x)

x
(a > 0, a ̸= 1)；

(2) lim
x→0

ax − 1

x
(a > 0)；

(3) lim
x→a

ax − xa

x− a
(a > 0)；

(4) lim
x→0

ln(ex + sin2 x)− x

ln(e2x + arcsin2 x)− 2x
；

(5) lim
x→0

ln tan
(
π
4 + ax

)
sin bx

(b ̸= 0)；

(6) lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
(α ̸= 0)；

(7) lim
n→∞

√
n
(

n
√
n− 1

)
；

(8) lim
x→+∞

ln
(
x sin 1

x

)
lnx。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 1 题

设 lim
n→∞

∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ = a < 1，证明 lim
n→∞

xn = 0。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 2 题

设 x1 = a, x2 = b, xn+2 =
xn + xn+1

2
, n = 1, 2, . . .，证明数列 {xn} 收敛，并求 lim

n→∞
xn。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 3 题

设
{
a1 + a2 + · · ·+ an

n

}
收敛，证明

lim
n→∞

an
n

= 0.
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 4 题

设 xn > 0, n = 1, 2, . . .，且 lim
n→∞

xn = a，证明

lim
n→∞

n
√
x1x2 · · ·xn = a.

举例说明逆命题不真。

第 25 页 / 共 66 页



数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 5 题

设 xn > 0, n = 1, 2, . . .，且 lim
n→∞

xn+1

xn
= a，证明

lim
n→∞

n
√
xn = a.

举例说明逆命题不真。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 6 题

设 lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b，证明

lim
n→∞

1

n
(x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1) = ab.
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 7 题

设 {an} 是单调数列，且 lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a，证明 lim
n→∞

an = a。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 8 题

设 x1 和 y1 都是正数，

xn+1 =
√
xnyn, yn+1 =

1

2
(xn + yn), n = 1, 2, . . . ,

证明数列 {xn} 和 {yn} 的极限都存在且相等。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 9 题

设 a > 0, x1 > 0, xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
, n = 1, 2, . . .，证明

lim
n→∞

xn =
√
a.
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 10 题

给定数列 {an}，记

An =

n−1∑
k=1

|ak+1 − ak|, n = 2, 3, . . . .

证明：若数列 {An} 有界，则数列 {an} 收敛。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 11 题

设

|xn+2 − xn+1| ≤ α|xn+1 − xn|, n = 1, 2, . . . ,

其中常数 α ∈ (0, 1)，证明数列 {xn} 收敛。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 12 题

设 0 ≤ x ≤ 1，令

x1 =
x

2
, xn+1 =

x

2
− x2n

2
, n = 1, 2, . . . ,

证明数列 {xn} 收敛，并求 lim
n→∞

xn。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 13 题

(1) 设数列 {xn} 定义如下：

x1 = 1, xn+1 =
1

1 + xn
, n = 1, 2, . . . ,

证明 lim
n→∞

xn =

√
5− 1

2
；

(2) 斐波那契（Fibonacci）数列 {Fn} 定义如下：

F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn + Fn+1, n = 1, 2, . . . ,

证明 lim
n→∞

Fn

Fn+1
=

√
5− 1

2
。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 14 题

证明对任意 x0 ∈ R，均有
lim
x→x0

R(x) = 0,

其中 R(x) 是黎曼函数。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 15 题

设 f(x) 在 (x0, x0 + δ) 中有定义，证明 lim
x→x+

0

f(x) = A 的充分必要条件是：对 (x0, x0 + δ)

中任何严格递减的、以 x0 为极限的数列 {xn}，都有 lim
n→∞

f(xn) = A。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 16 题

证明如果存在极限

lim
x→+∞

(a sinx+ b cosx),

则必有 a = b = 0。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 17 题

设 f(x) 是 (−∞,+∞) 上的周期函数，证明：若 lim
x→+∞

f(x) = 0，则 f(x) ≡ 0。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 18 题

设函数 f(x) 在 (0,+∞) 有定义， lim
x→+∞

f(x) = A，且对任何 x > 0，都有 f(2x) = f(x)，证

明 f(x) ≡ A。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 19 题

设 f(x) 在 (−∞,+∞) 有定义，在 x = 0 的某邻域内有界，a > 1, b > 1，对任意 x ∈
(−∞,+∞)，有 f(ax) = bf(x)。证明

lim
x→0

f(x) = 0.
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 20 题

设函数 f(x) 是 [a, b] 上的严格单调函数，又设对 {xn} ⊆ [a, b]，有 lim
n→∞

f(xn) = f(a)，证明

lim
n→∞

xn = a。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 21 题

设 f(x) 在 (a, b) 递增，证明对任意 x0 ∈ (a, b)，f(x) 在 x0 处有左、右极限，且

lim
x→x−

0

f(x) ≤ f(x0) ≤ lim
x→x+

0

f(x).
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 22 题

设函数 f(x) 在 (0,+∞) 单调且恒大于 0，并满足

lim
x→+∞

f(2x)

f(x)
= 1,

证明对任意 a > 0，有 lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1。

第 43 页 / 共 66 页



数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 23 题

设 f(x) 在 (a,+∞) 递增， lim
n→∞

xn = +∞。证明：若 lim
n→∞

f(xn) = A，则 lim
x→+∞

f(x) = A。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 24 题

设函数 f(x) 是从 [a, b] 到 [a, b] 的映射，且存在常数 α ∈ (0, 1)，使得对任何 x, y ∈ [a, b]，都

有 |f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|。证明存在唯一的 ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) = ξ。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 25 题

设 lim
n→∞

xn = +∞，求证

lim
n→∞

1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn) = +∞.

举例说明逆命题不真。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 26 题

证明施笃兹（Stolz）定理。设 {xn} 和 {yn} 是两个数列，满足下列条件：

(1) lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= A（其中 A ∈ R 或 A = +∞ 或 A = −∞）；

(2) 数列 {yn} 严格递增且趋向 +∞，

则有 lim
n→∞

xn
yn

= A。
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数学分析（上册） 习题 2（A 组）

习题 2（A 组） 第 27 题

设 0 < x1 < 1, xn+1 = xn(1− xn), n = 1, 2, . . .，证明

lim
n→∞

nxn = 1.
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 1 题

设数列 {an} 满足 lim
n→∞

(an − an−2) = 0，证明

lim
n→∞

an − an−1

n
= 0.
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 2 题

设 xn > 0, n = 1, 2, . . .，且 lim
n→∞

xn = 0，证明存在无限多个下标 n，使对所有 k ∈ N∗，都

有 xn > xn+k。
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 3 题

设 lim
n→∞

an = a，证明

lim
n→∞

∑n
k=0 Ck

nak
2n

= a.
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 4 题

设数列 {xn} 有上界，且

xn+1 ≥ xn − 1

n2
, n = 1, 2, . . . ,

证明数列 {xn} 收敛。
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 5 题

设 f : [a, b] → [a, b] 满足对任意 x, y ∈ [a, b]，当 x ̸= y 时有

|f(x)− f(y)| < |x− y|.

任取 x1 ∈ [a, b]，令

xn+1 =
xn + f(xn)

2
, n = 1, 2, . . . ,

证明数列 {xn} 收敛。
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 6 题

证明

lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
= e.
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 7 题

证明

e −
n∑

k=0

1

k!
<

1

n!n
.
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 8 题

证明 e 是无理数。
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 9 题

证明对任意正整数 n，有
1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
.
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 10 题

设

an = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
− lnn, n = 1, 2, . . . ,

证明数列 {an} 收敛。

注 此数列的极限值记为 γ，称为欧拉（Euler）常数，且 γ = 0.577 215 664 9 · · ·。
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 11 题

求

lim
n→∞

n sin(2πen!).
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 12 题

设数列 {an} 满足

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a, lim
n→∞

n(an − an−1) = 0,

证明 lim
n→∞

an = a。
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 13 题

设数列 {xn} 满足

lim
n→∞

(
xn

n∑
k=1

x2k

)
= 1,

证明

lim
n→∞

3
√
3nxn = 1.
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 14 题

设 c ∈ R, a1 =
c

2
, an+1 =

c

2
+

a2n
2

(n ∈ N∗)，讨论在 c 的不同取值下 {an} 的敛散性。

第 62 页 / 共 66 页



数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 15 题

设函数 f(x) 在 (0,+∞) 有定义，且对任何 λ ∈ (0, 1)，都有 f(nλ) → 0 (n → ∞)。问是否必

有

lim
x→+∞

f(x) = 0?
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 16 题

设 lim
x→0

f(x) = 0，且

lim
x→0

1

x

[
f(x)− f

(x
2

)]
= 0,

证明 lim
x→0

f(x)

x
= 0。
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数学分析（上册） 习题 2（B 组）

习题 2（B 组） 第 17 题

设 f(x) 与 g(x) 都是 (−∞,+∞) 上的周期函数，且满足

lim
x→∞

[f(x)− g(x)] = 0,

证明在 (−∞,+∞) 上有 f(x) ≡ g(x)。
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数学分析（上册） 参考答案

参考答案

原书附录 B 只给出部分习题的参考结果。以下完整收录其中与第二章对应的内容；未列出的题目在原书附

录中没有答案。

练习 2.2 3. (1) 1
3； (2) 1

2； (3) − 1
4； (4) 1−b

1−a； (5) 1
2； (6) a

(a−1)2
。

练习 2.3 2. (1) 0； (2) 3
2； (3) 1； (4) 0； (5) 1。

练习 2.4 2. (1) 左极限为 0，右极限为 1； (2) 左极限为 ln 3，右极限为 − sin 1。

练习 2.5 1. (1) m
n； (2) n

m； (3) − 2； (4) α
m + β

n； (5) 3
2； (6) (−1)m−nm

n。

练习 2.6 2. (1) 1； (2) 0； (3)


sinx

x
, x ̸= 0,

1, x = 0.

练习 2.7 5. (1) loga e； (2) ln a； (3) aa ln a
e； (4) 1； (5) 2a

b ； (6) α； (7) 0； (8) 0。

习题 2（A 组） 2.
a+ 2b

3
； 12.

√
1 + x− 1。

习题 2（B 组） 11. 2π。
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