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数学分析（上册） 练习 3.1

练习 3.1 第 1 题

判定下列各函数在给定点 x0 的连续性：

(1)

f(x) =


sinx
|x|

, x ̸= 0,

1, x = 0,

x0 = 0;

(2)

f(x) =


1

1 + e
1

x−1

, x ̸= 1,

1, x = 1,

x0 = 1.
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数学分析（上册） 练习 3.1

练习 3.1 第 2 题

设对所有 x ∈ [−1, 1]，均有 |f(x)| ≤ |x|。证明 f(x) 在点 0 连续。
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数学分析（上册） 练习 3.1

练习 3.1 第 3 题

求作定义域为 R 且满足下列条件的各函数：

(1) 函数 f(x) 只在点 x = a 连续而在其余点都不连续；

(2) 函数 f(x) 只在点 x = a 和 x = b 连续而在其余点都不连续；

(3) 函数 f(x) 在所有点都不连续，但 |f(x)| 在所有点都连续；

(4) 函数 f(x) 在点

1,
1

2
, . . . ,

1

n
, . . .

间断而在其余点都连续；

(5) 函数 f(x) 在点

1,
1

2
, . . . ,

1

n
, . . .

和 0 间断而在其余点都连续；

(6) 函数 f(x) 在点

1,
1

2
, . . . ,

1

n
, . . .

有第二类间断点而在其余点都连续。
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数学分析（上册） 练习 3.2

练习 3.2 第 1 题

判定函数 f(x) + g(x) 与 f(x)g(x) 在点 x0 是否必不连续，并说明理由。

(1) 函数 f(x) 在点 x0 连续而函数 g(x) 在点 x0 不连续；

(2) 函数 f(x) 和 g(x) 在点 x0 都不连续；

(3) 函数 f(x) 以 x0 为第一类间断点，而函数 g(x) 以 x0 为第二类间断点。
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数学分析（上册） 练习 3.2

练习 3.2 第 2 题

设函数 f(x), g(x) 在区间 I 上连续，令

φ(x) = max{f(x), g(x)}, ψ(x) = min{f(x), g(x)}.

证明 φ(x) 和 ψ(x) 在区间 I 上连续。
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数学分析（上册） 练习 3.3

练习 3.3 第 1 题

求下列各函数的间断点并指出间断点的类型：

(1) f(x) =
x2 − 1

x2 − 3x+ 2
；

(2) f(x) = sgn
(

sin π
x

)
；

(3)

f(x) =

sinπx, x 为有理数,

0, x 为无理数;

(4)

f(x) =


cos πx

2
, |x| ≤ 1,

|x− 1|, |x| > 1.
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数学分析（上册） 练习 3.3

练习 3.3 第 2 题

求下列各极限：

(1) lim
x→+∞

[
n
√

(x+ α1) · · · (x+ αn)− x
]
；

(2) lim
x→a

tanx− tan a
x− a

；

(3) lim
x→0

arctan(a+ x)− arctan a
x

；

(4) lim
x→∞

x

(
π

4
− arctan x

x+ 1

)
；

(5) lim
x→a

(
sinx
sin a

) 1
x−a

(a 不是π 的整数倍)；

(6) lim
x→∞

(
sin 1

x
+ cos 1

x

)x

；

(7) lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

) 1
x

(a > 0, b > 0, c > 0)；

(8) lim
x→+∞

(
2a

1
x − 1

)x
(a > 0)；

(9) lim
x→+∞

[
ax − 1

(a− 1)x

] 1
x

(a > 0, a ̸= 1)；

(10) lim
x→0

3
√

1 + x
3 − 4

√
1 + x

4

1−
√

1− x
2

。
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数学分析（上册） 练习 3.4

练习 3.4 第 1 题

设 f(x) 在 [a, b] 上连续，且对任何 x ∈ [a, b]，都存在 y ∈ [a, b]，使得

|f(y)| ≤ 1

2
|f(x)|.

证明存在点 ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) = 0。
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数学分析（上册） 练习 3.4

练习 3.4 第 2 题

设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上连续，且

lim
x→−∞

f(x) = A < B = lim
x→+∞

f(x).

证明对任意 η ∈ (A,B)，存在 ξ ∈ (−∞,+∞)，使得 f(ξ) = η。
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数学分析（上册） 练习 3.4

练习 3.4 第 3 题

设 f(x) 在 [a, b] 上连续，a < x1 < x2 < · · · < xn < b。证明存在点 ξ ∈ [x1, xn]，使得

f(ξ) =
1

n
[f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)].
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 1 题

设 f(x) 在 (a, b) 有定义且没有第二类间断点，对于任意 x, y ∈ (a, b)，都有

f

(
x+ y

2

)
≤ 1

2
[f(x) + f(y)].

证明 f(x) 在 (a, b) 连续。
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 2 题

设 [a, b] 上的单调函数 f(x) 可以取到 f(a) 与 f(b) 之间的所有值，证明 f(x) 在 [a, b] 连续。
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 3 题

设函数 f(x) 在点 0 连续，且对任何 x, y ∈ (−∞,+∞)，都有 f(x+ y) = f(x) + f(y)。证明：

(1) f(x) 是 (−∞,+∞) 上的连续函数；

(2) 存在常数 a，使得 f(x) = ax。
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 4 题

设 f(x) 在 (0,+∞) 连续，且对任何 x > 0，都有 f(x2) = f(x)。证明 f(x) 恒等于常数。
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 5 题

设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续，对任意 x ∈ [a, b]，令

m(x) = min{f(t) | a ≤ t ≤ x}, M(x) = max{f(t) | a ≤ t ≤ x}.

证明 m(x),M(x) 都在 [a, b] 上连续。
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 6 题

设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续，且对任意 x ∈ [a, b]，都有 f(x) ∈ [a, b]。证明存在 ξ ∈ [a, b]，使

得 f(ξ) = ξ。
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 7 题

设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续，且 f(0) = f(1)。证明对每个 n ∈ N∗，都存在一个 xn ∈ [0, 1]，

使得

f(xn) = f

(
xn +

1

n

)
.
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 8 题

设 f(x) 是 (−∞,+∞) 上的连续周期函数。证明存在 ξ ∈ (−∞,+∞)，使得

f(ξ + 1) = f(ξ).
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 9 题

是否存在 (−∞,+∞) 上的连续函数 f(x)，使对任何 c ∈ R：

(1) 方程 f(x) = c 都恰有两个解？

(2) 方程 f(x) = c 都恰有三个解？
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数学分析（上册） 习题 3（A 组）

习题 3（A 组） 第 10 题

设函数 f(x) 在 [a,+∞) 上连续，且

lim
x→+∞

f(x) = A < +∞.

证明：

(1) f(x) 在 [a,+∞) 上有界；

(2) f(x) 在 [a,+∞) 上至少存在最大值、最小值中的一个。
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数学分析（上册） 习题 3（B 组）

习题 3（B 组） 第 1 题

设 f(x) 在区间 I 上的间断点都是可去间断点，令

g(x) = lim
t→x

f(t), x ∈ I.

证明 g(x) 在区间 I 上连续。
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数学分析（上册） 习题 3（B 组）

习题 3（B 组） 第 2 题

设 f(x) 在 [a, b] 上连续且无上界，对于任意的 (α, β) ⊆ [a, b]，f(x) 在 (α, β) 不取最小值。证

明 f(x) 在 [a, b] 上严格递增。

第 22 页 / 共 28 页



数学分析（上册） 习题 3（B 组）

习题 3（B 组） 第 3 题

设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上连续，且

lim
x→∞

f(x) = +∞.

点 a 是 f(x) 的一个最小值点，f(a) < a。证明 f(f(x)) 至少在两点取得最小值。
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数学分析（上册） 习题 3（B 组）

习题 3（B 组） 第 4 题

设 f(x) 在区间 [0, 1] 上连续，f(0) = 0, f(1) = 1，对每个 x ∈ [0, 1]，都有 f(f(x)) = x。证

明对每个 x ∈ [0, 1]，都有 f(x) = x。
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数学分析（上册） 习题 3（B 组）

习题 3（B 组） 第 5 题

是否存在 R 上的连续函数 f(x)，它在有理数点上取值为无理数，在无理数点上取值为有理

数？
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数学分析（上册） 习题 3（B 组）

习题 3（B 组） 第 6 题

设 f(x) 在 (0,+∞) 上连续且有界，c > 0。证明存在数列 {xn} 趋向 +∞，使得

lim
n→∞

[f(xn + c)− f(xn)] = 0.
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数学分析（上册） 习题 3（B 组）

习题 3（B 组） 第 7 题

设 n 是一个自然数，f(x) 在 [0, n] 上连续，且 f(0) = f(n)。证明至少有 n 对不同的 (x, y)，

使得 x− y 为正整数，且 f(x) = f(y)。
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数学分析（上册） 参考答案

参考答案

原书附录 B 对第三章只给出了练习 3.3 第 2 题的参考结果。以下完整收录这些结果；其余题目未出现在原

书参考答案中。

练习 3.3 2. (1)
α1 + · · ·+ αn

n
； (2) sec2 a； (3)

1

1 + a2
； (4)

1

2
； (5) ecot a； (6) e；

(7) 3
√
abc； (8) a2； (9)

a, a > 1,

1, 0 < a < 1,
； (10)

7

36
。
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