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数学分析第二章极限
习题 2（A 组）第 14、19、20 题解答

对应习题册第 35、40、41 页

说明 本文按大一数学分析中数列极限、函数极限的 ε- δ 与 ε-N 定义，以及单调性、局部有界性
等基本性质给出完整证明。以下题号和条件均与指定页面一致。

第 14 题：黎曼函数在任意点的极限

原题

题目 证明对任意 x0 ∈ R，均有
lim
x→x0

R(x) = 0,

其中 R(x) 是黎曼函数。即当 x = p/q 为既约分数且 q > 0 时，R(x) = 1/q；当 x 为无理数时，

R(x) = 0。

证明

任取 ε > 0。取正整数 N，使得
1

N + 1
< ε.

记

EN =

{
x ∈ [x0 − 1, x0 + 1] : x =

p

q
为既约分数，且1 ≤ q ≤ N

}
.

这是有限集合：每个不超过 N 的正整数分母只对应有限个位于该区间内的分数。

若 EN \ {x0} 为空，令 δ = 1；否则令

δ = min
(
1, min

r∈EN , r ̸=x0

|r − x0|
)
.

由于集合有限且其中的点与 x0 的距离为正，所以 δ > 0。

现设 0 < |x − x0| < δ。若 x 为无理数，则 R(x) = 0。若 x = p/q 为既约分数，则因

x ∈ [x0 − 1, x0 + 1]，由 δ 的构造可知 x /∈ EN。又 x ̸= x0，所以必有 q > N。于是

0 ≤ R(x) =
1

q
≤ 1

N + 1
< ε.

由函数极限的定义，

lim
x→x0

R(x) = 0 .

这里使用的是去心邻域，所以 R(x0) 的取值不影响极限值。
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第 19 题：有界性与伸缩函数方程

原题

题目 设 f 在 (−∞,+∞) 上有定义，在 x = 0 的某邻域内有界；又设 a > 1, b > 1，且对任意

x ∈ (−∞,+∞)，都有

f(ax) = bf(x).

证明

lim
x→0

f(x) = 0.

证明

由局部有界性，存在 δ0 > 0 和 M > 0，使得

|t| < δ0 =⇒ |f(t)| ≤ M.

另一方面，对函数方程反复使用 n 次，得

f(anx) = bnf(x), n ∈ N.

下面用归纳法说明。当 n = 1 时正是题设。若 f(akx) = bkf(x)，则

f(ak+1x) = f
(
a(akx)

)
= b f(akx) = bk+1f(x).

故等式对所有 n ∈ N 成立。

任取 ε > 0。因为 b > 1，所以 bn → +∞。由阿基米德性质，存在正整数 N，使得

M

bN
< ε.

令

δ =
δ0
aN

.

若 0 < |x| < δ，则

|aNx| = aN |x| < aNδ = δ0.

因此由局部界 M 得

|f(x)| = |f(aNx)|
bN

≤ M

bN
< ε.

于是

lim
x→0

f(x) = 0 .

证明中只使用了函数方程、迭代关系与 0 点附近的局部有界性，并未假设 f 连续。
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第 20 题：由函数值极限反推数列极限

原题

题目 设函数 f(x) 是 [a, b] 上的严格单调函数，又设数列 {xn} ⊆ [a, b]，满足

lim
n→∞

f(xn) = f(a).

证明

lim
n→∞

xn = a.

证明

由 {xn} ⊆ [a, b]，对每个 n 都有 xn − a ≥ 0，所以只需证明充分大的 n 满足 xn < a+ ε。

任取 ε > 0。若 ε ≥ b− a，则

0 ≤ xn − a ≤ b− a ≤ ε,

结论立即成立。以下设 0 < ε < b− a，于是 a+ ε ∈ (a, b)。

情形一：f 严格递增。 由严格递增性，

xn ≥ a+ ε =⇒ f(xn) ≥ f(a+ ε) > f(a).

记

c = f(a+ ε)− f(a) > 0.

因为 f(xn) → f(a)，所以存在正整数 N1，当 n > N1 时，

|f(xn)− f(a)| < c.

于是当 n > N1 时不可能有 xn ≥ a+ ε，否则会推出 |f(xn)− f(a)| ≥ c，矛盾。因此

a ≤ xn < a+ ε (n > N1).

情形二：f 严格递减。 同理，由严格递减性，

xn ≥ a+ ε =⇒ f(xn) ≤ f(a+ ε) < f(a).

仍记 c = f(a)− f(a+ ε) > 0。由 f(xn) → f(a)，存在正整数 N2，当 n > N2 时，

|f(xn)− f(a)| < c.

所以当 n > N2 时也不能有 xn ≥ a+ ε，从而

a ≤ xn < a+ ε (n > N2).

综合两种情形，对任意 ε > 0，都存在正整数 N，当 n > N 时，

0 ≤ xn − a < ε.

因此

lim
n→∞

xn = a .
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