
数学分析（上册）第二章  极限

课后习题参考答案

依据习题册《第二章 极限》整理 · 2026 年 10 月

解法范围限定：只用数列与函数的极限、施笃兹定理、单调收敛原理、柯西准则、闭

区间上的连续函数性质及必要的代数不等式。全篇不使用导数、泰勒展开或级数收敛

判别法。
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阅读说明

为便于核对，解答按原册顺序编号。每个题目先简述所用思路，再给出证明或计算。极限记号  按双

侧无穷理解，即 ；若原题另有单侧要求，均已保留。

常用的事实包括：夹逼原理；收敛数列必有界；单调有界数列收敛；有限覆盖或闭区间上的连续函数相关性

质； 、 、  以及 。这些均由前

两章中的极限定理推出。

lim ​x→∞

∣x∣ → +∞

lim ​ sinu/u =u→0 1 lim ​(1 +t→0 t) =1/t e lim ​ ln(1 +u→0 u)/u = 1 lim ​a =a→∞
1/a 1
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练习 2.1

第 1 题

思路　严格按照  定义处理；含根式、指数和幂函数的部分，先用初等不等式把误差控制到只含 、

 或积分的量。

以下均设 ；当  或等式中对应的误差显然小于  时，只取足够大的  即可。

(1) 当  时，

故取 。当  时，上式小于 ，所以极限为 。

(2) 设 。由对数单调性，

故取  大于右边即可，极限为 。

(3) 设 。函数  在  上严格递增，故

于是按定义 。

(4) 对 ，在  的后  个因数中有至少  个不小于 ，故

只需取 ，极限为 。

(5) 令 （ ）。由二项式定理，

所以 ，从而 。

(6) 由  及二项式展开，

由夹逼原理，极限为 。

ε − N 1/n

n−1/2

ε > 0 ε ≥ 1 ε N

n ≥ 2

​ ​ − ​ ​ =
2n − 32

3n + 2n + 12

2
3

​ ≤
2(2n − 3)2

4n + 11
​ ≤

n2

4n + 11
​.

n

15

N > max{2, 15/ε} n > N ε 3/2

0 < ε < 1

​2 − 1 ​ <−1/ ​n ε ⟺ n > ​ .(
log ​(1/(1 − ε))2

1 )
2

N 1

0 < ε < π/2 tan t (−π/2,π/2)

n > tan ​ − ε ⟹(
2
π ) ​ −

2
π

ε < arctann < ​.
2
π

lim ​ arctann =n→∞ π/2

n ≥ 2 n! ⌈n/2⌉ n/2 n/2

n! ≥ ​ , 0 <(
2
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n/2
​ ≤
​

n
n!

1
​.​

n

2

n > 2/ε2 0

h ​ =n ​ −n n 1 > 0 n ≥ 2

n = (1 + h ​) ≥n
n 1 + nh ​ +n ​ h ​ ≥(

2
n) n

2
​h ​.

2
n(n − 1)

n
2

0 < h ​ ≤n ​ →2/(n − 1) 0 ​ →n n 1

n > 0

1 ≤ 1 + ​ ≤(
n2

1 )
n

1 + ​ ​ ​ ≤
k=1

∑
n

(
k

n)
n2k

1
1 + ​ ​ ​ ≤

k=1

∑
n

k!
1
nk
1

1 + ​.
n

e

1
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(7) 对  和 ，函数  的凹性给出 。于是

极限为 。

第 2 题

思路　每一小题各取两个具有不同极限的子列；由“收敛数列的子列同收敛于原极限”导出矛盾。

(1) 设 。偶子列 ，奇子列 。若原数列收敛，则两子列

应有共同极限，矛盾。因此  发散。

(2) 若  收敛，则 。由和差化积，

故 。但已假定 ，于是

子列  也应收敛到 ，所以 ，从而 。于是 ，与恒等于

 矛盾。故  发散。

0 < α < 1 t ≥ 0 uα (1 + t) ≤α 1 + αt

0 < (n + 1) −α n =α n 1 + ​ − 1 ≤α [(
n

1 )
α

] αn →α−1 0.

0

A ​ =n n(−1)n A ​ =2k 2k → +∞ A ​ =2k−1 1/(2k − 1) → 0

{n }(−1)n

sinn sin(n + 2) − sinn → 0

sin(n + 2) − sinn = 2 cos(n + 1) sin 1,

cosn → 0 sinn → L

sin(n + 2) = sinn cos 2 + cosn sin 2 → L cos 2.

{sin(n + 2)} L L(1 − cos 2) = 0 L = 0 sin n +2 cos n →2 0

1 {sinn}
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练习 2.2

第 1 题

因  且 ，取 。存在 ，使  时 。由反向三角不等式，

第 2 题

和  必定发散。否则若  收敛，则

将收敛，矛盾。

积  的敛散性不能确定：

取 、 ，则 ，而 ；

取 、 ，则 ，而 ；

取 、 ，则 。

所以乘积可能收敛，也可能发散。

第 3 题

(1) 分子、分母同除以 ：

(2) 分子分母同时有理化：

(3) 记

两次使用平方差公式可得

分母除以  后趋于 ，故 ，原极限为 。

x ​ →n a a = 0 ε ​ =0 ∣a∣/2 N n > N ∣x ​ −n a∣ < ∣a∣/2

∣x ​∣ ≥n ∣a∣ − ∣x ​ −n a∣ > ​.
2

∣a∣

x ​ +n y ​n x ​ +n y ​n

y ​ =n (x ​ +n y ​) −n x ​n

x ​y ​n n

x ​ =n 1 y ​ =n n x ​ →n 1 x ​y ​ =n n n → +∞

x ​ =n 1/n y ​ =n n x ​ →n 0 x ​y ​ ≡n n 1

x ​ =n 1/n y ​ =n n2 x ​y ​ =n n n → +∞

3n

​ ​ =
n→∞
lim

(−2) + 3n+1 n+1

(−2) + 3n n

​ =
0 + 3
0 + 1

​.
3
1

​ =
​ − ​n + 2 n

​ − ​n + 1 n
​ ⟶

2( ​ + ​)n + 1 n

​ + ​n + 2 n
​.

2
1

A = ​ −n + 2 2 ​ +n + 1 ​.n

A = − .
( ​ + ​)( ​ + n + 1)n + 2 n + 1 (n + 2)n

2

n3/2 4 n A →3/2 −1/4 −1/4
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(4) 由等比数列求和，

因 ，两个幂都趋于 ，极限为 。

(5) 因数分解并望远镜相消：

(6) 令 。由

相减得到

再令 ，极限为

​ =
1 + b + ⋯ + bn
1 + a + ⋯ + an

​ ⋅
1 − a

1 − b
​.

1 − bn+1

1 − an+1

∣a∣ < 1, ∣b∣ < 1 0 (1 − b)/(1 − a)

​ 1 − ​ =
k=2

∏
n

(
k2

1 ) ​ ​ =
k=2

∏
n

k2

(k − 1)(k + 1)
​ →

2n
n + 1

​.
2
1

r = 1/a ∈ (0, 1)

S ​ =n ​kr , rS ​ =
k=1

∑
n

k
n ​kr ,

k=1

∑
n

k+1

(1 − r)S ​ =n r − r −n+1 nr =n+1
​.

1 − r

r − (n + 1)r + nrn+1 n+2

n → ∞

​ =
(1 − r)2

r
​.

(a − 1)2

a

数学分析（上册） 第二章 极限 · 参考答案

第 6 页 / 共 36 页



练习 2.3

第 1 题

(1)

(2) 取整数 。当  时，

(3) 先取整数 。对 ，二项式定理给出

其中  只依赖  和 。因此 。

(4) 令 。若 ，则

若 ，分母 ，同样得到极限 。这里先用  证明 。

第 2 题

(1) 括号内

而  有界，所以原极限为 。

(2) 分解

又由

得到第二个和式趋于 ，故原极限为 。

0 < ​ =
nn
n!

​ ​ ​ ≤
n

1

k=1

∏
n−1

n

k
​ →

n

1
0.

N > 2∣a∣ n > N

​ ​ ​ =
n!
an

​ ​ ​ ​ ​ ≤
N !
aN

k=N+1

∏
n

k

∣a∣
​ ​ ​ ​ →
N !
aN (

2
1)

n−N

0.

m > max{s, 0} n ≥ 2(m + 1)

a ≥n
​ 1 − ​ ≥(

m + 1
n ) (

a

1 )
m+1

C ​n ,a
m+1

C ​ >a 0 a m 0 ≤ n /a ≤s n n /a →m n 0

t = n →s +∞ a > 1

​ =
ns

log ​na
​ ​ →

s ln a
1

t

ln t
0;

0 < a < 1 ln a < 0 0 e ≥v v /22 ln t/t → 0

​ −
n

1
​ +

2n
1

⋯ + (−1) ​ =n+1

n2

1
1 − ​ + ⋯ + ​ .

n

1 (
2
1

n

(−1)n+1

)

1 − 1/2 + ⋯ + (−1) /nn+1 0

​ =
n + k2

n + k
​ +

n

1
​.

n(n + k)2

k(n − 1)

​ =
2
1

​ ≤
2(n + n)2

n(n + 1)
​ ​ ≤

k=1

∑
n

n + k2

k
​

2n
n + 1

1/2 1 + 1/2 = 3/2
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(3) 取对数：

由指数函数的连续性，原极限为 。

(4) 由二项式定理，若 ，则

故 。又 ，从而

原极限为 。

(5)

第 3 题

(1) 记 ， 。归纳可得

并且  等价于 ，由  成立。故单调递增且有上界。设极限为 ，则 ，结合

 得 。

(2) 记

由  得

所以数列递减。另一方面，

求和得到 。故由单调收敛原理，  收敛。

0 ≤ ​ ≤
n2

ln(n!)
​ =

n2

n lnn
​ →

n

lnn
0.

e =0 1

2 =1/n 1 + h ​n

2 = (1 + h ​) ≥n
n 1 + nh ​,n

0 ≤ ​ −n 2 1 ≤ 1/n ∣ cosn∣ ≤ 1

0 ≤ ​log ​n ​ − 1 cosn ​ ≤2 ( n 2 ) ​ →
n

log ​n2 0.

0

​ =
n

n1+1/n

​ →n n 1.

x ​ =1 ​2 x ​ =n+1 ​2x ​n

​ ≤2 x ​ ≤n 2.

x ​ ≥n+1 x ​n 2x ​ ≥n x ​n
2 x ​ ≤n 2 L L = ​2L

L > 0 L = 2

x ​ =n ​ ​ −
k=1

∑
n

​k

1
2 ​.n

−k + 1 ​ =k 1/( ​ +k + 1 ​)k

x ​ −n+1 x ​ =n ​ −
​n + 1

1
​ <

​ + ​n + 1 n

2
0,

​ ≥
​k

1
2( ​ −k ​),k − 1

x ​ ≥n 0 {x ​}n
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练习 2.4

第 1 题

(1) 因 ，令 。对任意 ，当

时， 。

(2) 对  取

当  时， （  时由对数单调性反向，结论相同）。

(3) 在  附近，

取 ，右端不超过 。故给定 ，取

即可。

(4) 当  时，

因而对 ，

取 。

(5) 设 。令 。当

时， ，故

0 < q < 1 α = − ln q > 0 ε > 0

x > ​ ln ​

α

1
ε

1

0 < q =x e <−αx ε

0 < ε < 1

δ = min 1 − a ,  a − 1 >{ ε −ε } 0.

∣x − 1∣ < δ −ε < log ​x <a ε 0 < a < 1

x = 2

​ ​ − ​ ​ =
2x − 32

x + 1
5
3

​.
5∣2x − 3∣2

∣x − 2∣ ∣6x + 7∣

∣x − 2∣ ≤ 1/2 ​∣x −15
44 2∣ ε > 0

0 < δ < min ​, ​ε{
2
1

44
15 }

x = 3

​ =
x + x − 122

x − 92

​.
x + 4
x + 3

∣x − 3∣ ≤ 1

​ ​ − ​ ​ =
x + 4
x + 3

7
6

​ ≤
7∣x + 4∣
∣x − 3∣

​.
42

∣x − 3∣

δ < min{1, 42ε}

0 < ε < π/2 M = tan(π/2 − ε) > 0

0 < −x < 1/M

1/x < −M

∣arctan(1/x) + π/2∣ < ε.
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(6) 先处理 。对  在  与  之间取值，利用

得到

因此给定 ，取

当  时，  就给出 。

(7) 由指数函数的熟知的初等估计，当  时，

于是

取  即得按定义连续。

第 2 题

(1) 令 ，其中 。

当  且充分接近  时， ，故 ，从而

当  且充分接近  时， ，故 ，从而

所以左、右极限分别为 。

(2) 先求内层极限。当  时， ，故

当  时，分子分母同除以 ，得到

x ​ =0  0 x x ​0 2x ​0

a −3 b =3 (a − b)(a +2 ab + b )2

∣ ​ −3 x ​∣ ≤3 x ​0 ​.
(∣x ​∣/2)0

2/3

∣x − x ​∣0

ε > 0

δ < min ​, ​ε .{
2

∣x ​∣0

22/3

∣x ​∣0
2/3

}

x ​ =0 0 ∣x∣ < ε3 ∣ ​∣ <3 x ε

∣h∣ ≤ 1

∣e −h 1∣ ≤ 2∣h∣.

∣e −x e ∣ =x ​0 e ∣e −x ​0 x−x ​0 1∣ ≤ 2e ∣x −x ​0 x ​∣.0

δ = min{1, ε/(2e )}x ​0

x ​ =0 1/n n ≥ 2

x < x ​0 x ​0 n < 1/x < n + 1 ⌊1/x⌋ = n

f(x) = ​ −
x

1
n → 0.

x > x ​0 x ​0 n − 1 < 1/x < n ⌊1/x⌋ = n − 1

f(x) = ​ −
x

1
(n − 1) → 1.

0, 1

0 ≤ x < 1 x →2n 0

f(x) = ln(x + 2) (0 ≤ x < 1).

x > 1 x2n
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在  处，

因此

第 3 题

(1)  当且仅当存在 ，使得对任意 ，都可找到  满足

(2)  当且仅当存在 ，使得对任意 ，都可找到  满足

f(x) = − sinx (x > 1).

x = 1

f(1) = ​.
2

ln 3 − sin 1

​f(x) =
x→1−
lim ln 3, ​f(x) =

x→1+
lim − sin 1.

​f(x) =
x→x ​0

+
lim  A ε ​ >0 0 δ > 0 x

x ​ <0 x < x ​ +0 δ, ∣f(x) − A∣ ≥ ε ​.0

​f(x) =
x→∞
lim  A ε ​ >0 0 X > 0 x

∣x∣ > X, ∣f(x) − A∣ ≥ ε ​.0
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练习 2.5

第 1 题

(1)

(2) 令 （ ），则 ，且

(3) 令 。当  时 ，并且

代入  得极限 。

(4) 写

若 ，则 ，故

所求和为 。

(5)

(6) 令 。由 ，

​ ​ =
x→1
lim

x − 1n

x − 1m

​ ​ =
x→1
lim

1 + x + ⋯ + xn−1

1 + x + ⋯ + xm−1

​.
n

m

t = ​

mn x x > 0 t → 1

​ =
​ − 1n x

​ − 1m x
​ →

t − 1m

t − 1n

​.
m

n

t = ​

3 x x → −8 t → −2

​ =
2 + ​

3 x

​ − 31 − x
​ =

2 + t

​ − 31 − t3
− ​.

​ + 31 − t3
t − 2t + 42

t = −2 −2

​ =
x

(1 + αx) (1 + βx) − 11/m 1/n

​(1 +
x

(1 + αx) − 11/m

βx) +1/n
​.

x

(1 + βx) − 11/n

u = (1 + cx) −1/r 1 x = ((1 + u) −r 1)/c

​ ​ =
x→0
lim

x

(1 + cx) − 11/r

​.
r

c

α/m + β/n

​ =
ln(3 + e )2x

ln(2 + e )3x

​ →
2x + ln(3e + 1)−2x

3x + ln(1 + 2e )−3x

​.
2
3

x = π + t sin(mπ + mt) = (−1) sin(mt)m

​ =
sinnx
sinmx

(−1) ​ →m−n

sin(nt)
sin(mt)

(−1) ​.m−n

n

m
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练习 2.6

第 1 题

(1) 对 ,

而 ，所以两端的两个幂也趋于 。由夹逼原理，

(2) 令 。当  时，

其中最后的趋于  是练习 2.3 第 1(3) 题。

(3) 令 ，则当  时 ，且

由指数增长快于多项式增长，极限为 。

(4) 令 。则 （若  也可写成 ），

第 2 题

(1) 设 。由 ，

故极限为 。

(2) 由 ，

正弦的宗量趋于 ，故极限为 。

x ∈ [n,n + 1]

n ≤1/(n+1) x ≤1/x (n + 1) .1/n

n →1/n 1 1

​x =
x→+∞
lim 1/x 1.

n = ⌊x⌋ x ≥ 1

0 < ​ ≤
ax
xs

​ =
an

(n + 1)s
a ​ →

an+1

(n + 1)s
0,

0

t = log ​xa x → +∞ ∣t∣ → +∞

​ =
xs

log ​xa
​ =

ast
t

​.
(a )st

t

0

t = 1/x → +∞ ∣ log ​x∣ =a log ​ t1/a a > 1 log ​ ta

0 ≤ ∣x log ​x∣ ≤s
a ​ →

ts

log ​ t1/a 0.

y = 1/x y − 1 < ⌊y⌋ ≤ y

∣x⌊1/x⌋ − 1∣ = ∣x∣ ∣⌊1/x⌋ − 1/x∣ < ∣x∣ → 0.

1

sin(kπ + t) = (−1) sin tk

sin π ​ =( n + 12 ) (−1) sin ​ .n (
​
+ nn + 12

π )

0 0
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(3) 由恒等式

得到乘积为

当  时， ，所以 。当  时， 。因此极限为

第 3 题

归结原则（右极限）　设  在  有定义。则

当且仅当：对于任意数列 ，只要  且 ，就有 。

证明　必要性直接由函数极限定义得到。反之，若结论不成立，则存在 ，使得对每个  都能取到

这给出一个从右侧趋于  的数列，但  不趋于 ，与题设条件矛盾。

归结原则（ ）　设  在  有定义，则  当且仅当对任意 ，都有

。证明和上面完全一样，只需把邻域  换成 ，把  换成 。

第 4 题

(1)  在  左侧极限存在的柯西准则为：对任意 ，存在 ，使当

时，总有

(2)  在  时极限存在的柯西准则为：对任意 ，存在 ，使当  时，总有

sinx = 2 sin ​ ​ cos ​,n

2n
x

k=1

∏
n

2k
x

P ​(x) =n ​.
2 sin(x/2 )n n

sinx

x = 0 lim ​ 2 sin(x/2 ) =n→∞
n n x P ​(x) →n sinx/x x = 0 P ​(0) ≡n 1

​ ​ ​⎩⎨
⎧

​,
x

sinx

1,

x = 0,

x = 0.

f (x ​,x ​ +0 0 δ ​)0

​f(x) =
x→x ​0

+
lim A

{x ​} ⊂n (x ​,x ​ +0 0 δ ​)0 x ​ →n x ​0 x ​ >n x ​0 f(x ​) →n A

ε ​ >0 0 n

0 < x ​ −n x ​ <0 1/n, ∣f(x ​) −n A∣ ≥ ε ​.0

x ​0 f(x ​)n A

x → −∞ f (−∞,X ​)0 lim ​ f(x) =x→−∞ A x ​ →n −∞

f(x ​) →n A (x ​,x ​ +0 0 δ) (−∞,X ​)0 x ​ →n x ​0
+ x ​ →n −∞

f x ​0 ε > 0 δ > 0

x ​ −0 δ < x <′ x ​, x ​ −0 0 δ < x <′′ x ​0

∣f(x ) −′ f(x )∣ <′′ ε.

f x → ∞ ε > 0 X > 0 ∣x ∣, ∣x ∣ >′ ′′ X

∣f(x ) −′ f(x )∣ <′′ ε.
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练习 2.7

第 1 题

(1) 对 ， ，并且

给定 ，取 ，则  时该式大于 ，故为无穷大量。

(2) 记调和和 。对任意 ，

反复使用得 ，故  为无穷大量。

第 2 题

(1)  当且仅当存在 ，使得对任意 ，都可找到

(2)  当且仅当存在 ，使得对任意 ，都可找到

(3)  当且仅当存在 ，使得对任意 ，都可找到

第 3 题

(1) 设 。对任意 ，取 。若 ，由底数小于  的对数单调递减，

故极限为 。

(2)

当  时该式为负，且

n ≥ 2 n −2 3 > 0

​ ≥
2n + 1
n − 32

​ ≥
3n

n − 32

​.
6
n

M > 0 N > 6M n > N M

H ​ =n 1 + 1/2 + ⋯ + 1/n n

H ​ −2n H ​ =n ​ +
n + 1

1
⋯ + ​ ≥

2n
1

n ⋅ ​ =
2n
1

​.
2
1

H ​ ≥2m 1 + m/2 {H ​}n

​f(x) =
x→x ​0

−
lim  +∞ M > 0 δ > 0

x ​ −0 δ < x < x ​, f(x) ≤0 M .

​f(x) =
x→+∞
lim  −∞ M > 0 X > 0

x > X, f(x) ≥ −M .

​f(x) =
x→∞
lim  +∞ M > 0 X > 0

∣x∣ > X, f(x) ≤ M .

0 < a < 1 M > 0 0 < δ < aM 0 < x < δ 1

log ​x >a M .

+∞

​ =
x − 1
x + x2

​.
x − 1

x(x + 1)

x < −2
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因此当  时它趋于 。

(3) 当  很大时，令 。在  上有

故

第 4 题

(1) 归结原则　若  在  的某去心邻域内有定义，则

当且仅当对任意 （ ），都有 。

证明　必要性显然。反之，若极限不是 ，则存在 ，使得任意  都有某个  满足 

 且 。取  得 ，但 ，矛盾。

(2) 归结原则  当且仅当对任意满足  的数列，都有 。证明只需

把  情形中的  换成 ，把邻域换成 。

第 5 题

(1) 由  及对数连续性，

(2) 令 ，则  且 。于是

(3) 分成

第一项为

​ ​ ​ ≥
x − 1
x + x2

​ ≥
(∣x∣ + 1)
x /22

​.
3

∣x∣

x → −∞ −∞

∣x∣ t = 1/x ∣t∣ ≤ π/4

∣ sin t∣ ≤ ∣t∣, ∣ cos t∣ ≥ 1/ ​,2

∣ cot(1/x)∣ = ​ ≥
∣ sin t∣
∣ cos t∣

​ =
​∣t∣2

1
​ →
​2

∣x∣
+∞.

f x ​0

​f(x) =
x→x ​0
lim +∞

x ​ →n x ​0 x ​ =n  x ​0 f(x ​) →n +∞

+∞ M > 0 δ > 0 x = x ​0 ∣x −

x ​∣ <0 δ f(x) ≤ M δ = 1/n x ​ →n x ​0 f(x ​) ↛n +∞

lim ​ f(x) =x→∞ −∞ ∣x ​∣ →n ∞ f(x ​) →n −∞

+∞ f(x) ≤ M f(x) ≥ −M ∣x∣ > X

(1 + x) →1/x e

​ =
x

log ​(1 + x)a log (1 +a x) →1/x log ​ e =a ​.
ln a

1

t = a −x 1 t → 0 x = log ​(1 +a t)

​ =
x

a − 1x

​ ⟶
log ​(1 + t)a

t
ln a.

​ =
x − a

a − xx a

​ −
x − a

a − ax a

​.
x − a

x − aa a
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若令 ，则第二项

故极限为 。

(4) 利用  以及 ，

(5) 由  及 ，

(6) 令 。则

(7) 令 。则

(8) 令 ，则

当  时， ，且

由 ，上式不超过 ，所以原式绝对值不超过 。

a ​ →a

x − a

a − 1x−a

a ln a.a

u = x/a − 1

a ​ →a

au

(1 + u) − 1a

a .a

a (ln a −a 1)

ln(1 + t)/t → 1 t → 0

​ =
ln(e + arcsin x) − 2x2x 2

ln(e + sin x) − xx 2

​ ∼
ln(1 + e arcsin x)−2x 2

ln(1 + e sin x)−x 2

​ →
e arcsin x−2x 2

e sin x−x 2

1.

tan(π/4 + u) − 1 = 2 tanu/(1 − tanu) ln(1 + t)/t → 1

​ ∼
sin bx

ln tan(π/4 + ax)
→

bx

2 tan(ax)
​.

b

2a

t = α ln(1 + x) → 0

​ =
x

(1 + x) − 1α

α ​ ​ →
t

e − 1t

x

ln(1 + x)
α.

y = ​ →
n

lnn
0

​ ​ − 1 =n ( n n ) ​(e −n y 1) = ​ ​ →
y

e − 1y

​n

lnn
0.

t = 1/x

ln x sin ​ lnx =(
x

1 ) ln ​ − ln t .(
t

sin t) ( )

0 < t < 1 sin t/t ≥ 1/2

0 ≤ − ln(sin t/t) ≤ ​ 1 − ​ .
sin t
t (

t

sin t)

1 − sin t/t ≤ t /62 Ct2 Ct ∣ ln t∣ →2 0
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习题 2（A 组）

第 1 题

因 ，取  满足 。由相邻项比值的极限，存在 ，使  时

于是  时 。

第 2 题

由递推式，

故

因此

这就同时证明了收敛性并求出极限。

第 3 题

记

因 ，

第 4 题

先设 。由于  连续， 。收敛数列的算术平均值也收敛于同一极限，故

由指数函数连续性，

a < 1 q a < q < 1 N n ≥ N

​ ​ ​ ≤
x ​n

x ​n+1
q.

n ≥ N ∣x ​∣ ≤n ∣x ​∣q →N
n−N 0

x ​ −n+2 x ​ =n+1 − ​(x ​ −
2
1

n+1 x ​).n

x ​ −n+1 x ​ =n (−1/2) (b −n−1 a).

x ​ =n a + (b − a) ​ − ​ ⟶
k=1

∑
n−1

(
2
1)

k−1

a + ​ =
1 + 1/2
b − a

​.
3

a + 2b

S ​ =n ​, S ​ →
n

a ​ + ⋯ + a ​1 n
n a.

a ​ =n S ​n −n S ​(n −n−1 1)

​ =
n

a ​n
S ​ −n ​S ​ →

n

n − 1
n−1 a − a = 0.

a > 0 ln ln(x ​/a) →n 0

ln ​ =n x ​x ​ ⋯x ​1 2 n ​ ln ​ →
n

1

k=1

∑
n

a

x ​k 0.
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若 ，则 ，结论仍成立。

逆命题不真。取 ，即

则  恒为 ，所以几何平均恒为 ；但  没有极限。

第 5 题

记 。若 ，则

由第 4 题（用于正数列 ），

若 ，给定 ，取 ，使  时 。于是

故极限为 。

逆命题不真。仍取 ，则 ，但

在  与  之间交替，不收敛。

第 6 题

因为  都收敛，所以  有界。设 。把差写成

第二项趋于 。第一项中，  且 ，故其绝对值不超过

原极限为 。

​ →n x ​x ​ ⋯x ​1 2 n a.

a = 0 0 < ​ ≤n x ​ ⋯x ​1 n (x ​ +1 ⋯ + x ​)/n →n 0

x ​ =n 2(−1)n

x ​ =2k−1 ​, x ​ =
2
1

2k 2.

x ​ ⋯x ​1 n 1 1 {x ​}n

r ​ =n x ​/x ​ →n+1 n a ≥ 0 a > 0

x ​ =n x ​r ​r ​ ⋯ r ​,1 1 2 n−1

{r ​}n

​ =n x ​n x ​(r ​ ⋯ r ​) →1
1/n

1 n−1
1/n a.

a = 0 0 < ε < 1 N n ≥ N r ​ ≤n ε/2

0 ≤ ​ ≤n x ​n x ​ ​r ​ ​ →( 1

k=1

∏
N−1

k)
1/n

(
2
ε)

(n−N)/n
​,

2
ε

0

x ​ =n 2(−1)n
​ →n x ​n 1

​

x ​n

x ​n+1

1/4 4

x ​, y ​n n {x ​}n ∣y ​∣ ≤n M

​ ​x ​y ​ −
n

1

k=1

∑
n

k n+1−k ab = ​ ​(x ​ −
n

1

k=1

∑
n

k a)y +n+1−k a ​ ​y ​ − b .(
n

1

j=1

∑
n

j )

0 x ​ −k a → 0 ∣y ​∣ ≤n+1−k M

​ ​ ∣x ​ −
n

M

k=1

∑
n

k a∣ → 0.

ab
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第 7 题

不妨设  递增；递减情形完全对称。

令

递增数列有 ，所以

另一方面，固定任意 。当  时，因为 ，

令 ，得 。由于  任意， 。于是 。递减情形把所有不等号反向即可。

第 8 题

先证对所有 ， 。初始由  及

成立；递推保持这个不等式。于是

因此  递增且有上界 ，  递减且有下界 。设

在递推式中取极限：

两式给出 。

第 9 题

由算术-几何平均不等式，

因此从  起， 。并且

{a ​}n

b ​ =n ​.
n

a ​ + ⋯ + a ​1 n

b ​ ≤n a ​n

​a ​ ≥
n→∞

lim inf n ​b ​ =
n→∞
lim n a.

m n ≥ m a ​, … , a ​ ≥m+1 n a ​m

b ​ ≥n ​ ​a ​ +
n

1

k=1

∑
m

k ​a ​.
n

n − m
m

n → ∞ a ≥ a ​m m lim sup a ​ ≤n a a ​ →n a

n x ​ ≤n y ​n x , y ​ >1 1 0

​ ≤x ​y ​1 1 ​

2
x ​ + y ​1 1

x ​ =n+1 ​ ≥x ​y ​n n x ​, y ​ =n n+1 ​ ≤
2

x ​ + y ​n n
y ​.n

{x ​}n y ​1 {y ​}n x ​1

x ​ →n X, y ​ →n Y .

X = ​, Y =XY ​.
2

X + Y

X = Y

x ​ =n+1 ​ x ​ + ​ ≥
2
1 ( n

x ​n

a ) ​ (n ≥a 1).

x ​2 x ​ ≥n ​a
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故  单调递减且下有界，收敛。设极限为 ，则  且

从而 ，即 。

第 10 题

对 ，

由于  非负、递增且有界，  收敛，从而 （当 ）。于是  是柯西数列，

必收敛。

第 11 题

反复使用题设不等式，

于是对 ，

故  为柯西数列，从而收敛。

第 12 题

令

则 。由归纳法可证 ：当  时由  得 ；若 

，则

所以从  起 。于是

x ​ −n+1 x ​ =n ​ ≤
2x ​n

a − x ​n
2

0 (n ≥ 2).

{x ​} ​n n≥2 L L > 0

L = ​ L + ​ ,
2
1 (

L

a )

L =2 a L = ​a

m > n

∣a ​ −m a ​∣ ≤n ​ ∣a ​ −
k=n

∑
m−1

k+1 a ​∣ =k A ​ −m A ​.n

A ​n {A ​}n A ​ −m A ​ →n 0 m > n → ∞ {a ​}n

∣x ​ −n+1 x ​∣ ≤n α ∣x ​ −n−1
2 x ​∣.1

m > n

∣x ​ −m x ​∣ ≤n ​ ∣x ​ −
k=n

∑
m−1

k+1 x ​∣ ≤k ​∣x ​ −
1 − α

αn−1

2 x ​∣ →1 0.

{x ​}n

L = ​ −1 + x 1, 0 ≤ L ≤ ​ −2 1.

L = (x − L )/22 0 ≤ x ​ ≤n ​x n = 1 x ≤ 1 x ​ =1 x/2 ≤ ​x 0 ≤ x ​ ≤n

​x

0 ≤ x ​ =n+1 ​ ≤
2

x − x ​n
2

​ ≤
2
x

​.x

n ≥ 2 x ​ ≤n x/2 ≤ 1/2
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其中 。故  以速度至少等比地收敛到 ，极限为

第 13 题

(1) 令

 是  的唯一正解。注意 ，且从第  项起所有 。对该区间内任意 ，

因此两个偶、奇子列分别收敛。它们的极限都满足 ，故同为 。所以 。

(2) 令

则 ，且

因此  正是第 (1) 小题的数列，故

第 14 题

回忆黎曼函数：无理点取 ；既约有理数  取 。固定 ，任给 ，取整数

在闭区间  内，分母不超过  的既约有理数只有有限个。去掉可能等于  的那个后，剩余这

些点到  的距离有正的最小值。取  小于这个最小值且 。当  时：

若  无理，则 ；

若  为既约有理数，则 ，故 。

因此 。

∣x ​ −n+1 L∣ = ​∣L −
2
1 2 x ​∣ =n

2
​(L +

2
1

x ​)∣x ​ −n n L∣ ≤ q∣x ​ −n L∣,

q = (L + 1/2)/2 < 1 {x ​}n L

​ −1 + x 1.

g(t) = ​, L =
1 + t

1
​.

2
​ − 15

L t = g(t) x ​ =2 1/2 2 x ​ ∈n [1/2, 1] u, v

∣g(g(u)) − g(g(v))∣ = ​ ≤
(2 + u)(2 + v)

∣u − v∣
​∣u −

25
4

v∣.

t = g(t) L x ​ →n L

y ​ =n ​.
F ​n+1

F ​n

y ​ =1 1

y ​ =n+1 ​ =
F ​n+2

F ​n+1
​ =

F ​ + F ​n n+1

F ​n+1
​.

1 + y ​n

1

{y ​}n

​ =
n→∞
lim

F ​n+1

F ​n
​.

2
​ − 15

0 p/q 1/q x ​ ∈0 R ε > 0

Q > ​.
ε

1

[x ​ −0 1,x ​ +0 1] Q x ​0

x ​0 δ δ < 1 0 < ∣x − x ​∣ <0 δ

x R(x) = 0 < ε

x = p/q q > Q R(x) = 1/q < 1/Q < ε

lim ​R(x) =x→x ​0 0
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第 15 题

必要性就是归结原则。下证充分性。

若右极限不是 ，则存在 ，使得任意  都有

据此可递推地取严格递减的  且 （每一步把邻域半径缩小到上一步取得点与  的

距离以下）。按题设应有 ，却始终 ，矛盾。

第 16 题

设极限为 。分别取趋于  的数列

沿这些数列的函数值分别为

都应趋于 。于是 。

第 17 题

设  是周期。对任意 ，数列 ，而

由题设 ，故 。对任意  成立，所以 。

第 18 题

对任意固定的 ，反复利用 ，

由于 ，题设给出 。左边恒等于 ，故 。对任意  都成立，即 

。

第 19 题

设  当 。对任意  和 ，

当  充分大时 ，所以

A ε ​ >0 0 δ > 0

x ​ <0 x < x ​ +0 δ, ∣f(x) − A∣ ≥ ε ​.0

x ∈n (x ​,x ​ +0 0 δ) x ​ →n x ​0 x ​0

f(x ​) →n A ∣f(x ​) −n A∣ ≥ ε ​0

L +∞

2kπ, 2kπ + ​, 2kπ +
2
π

π, 2kπ + ​.
2

3π

b, a, −b, −a,

L a = b = 0

T = 0 x ∈ R x + nT → +∞

f(x + nT ) = f(x).

f(x + nT ) → 0 f(x) = 0 x f ≡ 0

x > 0 f(2u) = f(u)

f(x) = f(2 x).n

2 x →n +∞ f(2 x) →n A f(x) f(x) = A x > 0 f ≡

A

∣f(t)∣ ≤ M ∣t∣ < δ x ∈ R n ∈ N

f(x) = b f(x/a) = b f(x/a ) =2 2 ⋯ = b f(x/a ).n n

n ∣x/a ∣ <n δ
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对全部充分大的  成立。因 ，令  得 。故 ，特别地 。

第 20 题

先设  在  上严格递增。若 ，则存在  及子列 。由于  严格递增，

这与  矛盾。严格递减时，  是函数值中的最大端；同理，若 ，则 

，同样矛盾。故 。

第 21 题

设  在  上递增，固定 。集合

非空且有上界 ，故有上确界，记为 。由上确界定义，对任意 ，存在  使 

。当  时，

所以左极限存在且为 。

同理，  非空且有下界 ，其下确界记为 。适当选取  后，当 

时有 ，故右极限存在，且

第 22 题

先设  递增。固定 ，取整数 ，使

由单调性，对 ，

当  时，右边每个因子都趋于 ，所以 。

∣f(x)∣ ≤ Mbn

n b > 1 n → ∞ f(x) = 0 f ≡ 0 lim ​ f(x) =x→0 0

f [a, b] x ​ ↛n a ρ > 0 x ​ ≥n ​k
a + ρ f

f(x ​) ≥n ​k
f(a + ρ) > f(a).

f(x ​) →n f(a) f(a) x ​ ≤n ​k b − ρ f(x ​) ≤n ​k

f(b − ρ) < f(a) x ​ →n a

f (a, b) x ​ ∈0 (a, b)

{f(x) : a < x < x ​}0

f(x ​)0 L− ε > 0 x ​ <1 x ​0 f(x ​) >1

L −− ε x ​ <1 x < x ​0

L −− ε < f(x) ≤ L ,−

L ≤− f(x ​)0

{f(x) : x ​ <0 x < b} f(x ​)0 L+ x ​ >2 x ​0 x ​ <0 x < x2

L ≤+ f(x) < L ++ ε

​f(x) ≤
x→x ​0

−
lim f(x ​) ≤0 ​f(x).

x→x ​0
+

lim

f a > 1 m

2 ≤m a < 2 .m+1

x > 0

1 ≤ ​ ≤
f(x)
f(ax)

​ =
f(x)

f(2 x)m+1

​ ​.
j=0

∏
m

f(2 x)j

f(2 x)j+1

x → +∞ 1 f(ax)/f(x) → 1
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若 ，令 ，并取 。则

若  递减，所有不等号反向，但夹逼论证相同；  仍用倒数化归到 。因此对全部  结论成

立。

第 23 题

设  递增。给定任意 ，因 ，存在 ，使  时

因 ，可令

并且当  时，可取到指标 ，使得 。由单调性，

从而

故 。

第 24 题

唯一性：若 、 ，则

因 ，只能 。

存在性：取 ，并令 。由映射条件 ，且

与 A 组第 11 题同样的几何估计表明  是柯西数列。设 。由题设不等式，

说明  连续，故在  中取极限得 。

0 < a < 1 b = 1/a > 1 y = ax → +∞

​ =
f(x)
f(ax)

​ →
f(y/b)/f(y)

1
1.

f a < 1 b > 1 a > 0

f ε > 0 f(x ​) →n A N n ≥ N

A − ε < f(x ​) <n A + ε.

x ​ →n +∞

X = max{x ​, … ,x ​}.1 N

x → +∞ k, ℓ ≥ N x ​ ≤k x ≤ x ​ℓ

f(x ​) ≤k f(x) ≤ f(x ​),ℓ

A − ε < f(x) < A + ε.

lim ​ f(x) =x→+∞ A

f(ξ) = ξ f(η) = η

∣ξ − η∣ = ∣f(ξ) − f(η)∣ ≤ α∣ξ − η∣.

0 < α < 1 ξ = η

x ​ =1 a x ​ =n+1 f(x ​)n x ​ ∈n [a, b]

∣x ​ −n+1 x ​∣ ≤n α ∣x ​ −n−1
2 x ​∣.1

{x ​}n x ​ →n ξ ∈ [a, b]

∣f(x) − f(y)∣ ≤ α∣x − y∣

f x ​ =n+1 f(x ​)n ξ = f(ξ)
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第 25 题

若 ，给定 ，存在 ，使  时 。于是当  时，

故平均值趋于 。

逆命题不真。例如

其前  项平均仍趋于 ，但  本身不趋于 。

第 26 题

先设 。任给 ，存在 ，使  时

由于 ，对  求和：

同除以 ，并利用 、 ，得到

令  即得 。

若 ，任给 ，当  足够大时

同样求和并除以 ，得 （当  充分大），故极限为 。  时把不等号反向即可。

第 27 题

先证 。由 ，归纳可得  且

故极限  存在。取极限得 ，所以 。

x ​ →n +∞ M > 0 N k > N x ​ >k 2M n > 2N

​ ≥
n

x ​ + ⋯ + x ​1 n
​ ​ 2M ≥

n

1

k=N+1

∑
n

2M 1 − ​ >(
n

N ) M .

+∞

x ​ =2k−1 2k − 1, x ​ =2k 0.

n +∞ {x ​}n +∞

A ∈ R ε > 0 N n ≥ N

A − ε < ​ <
y ​ − y ​n+1 n

x ​ − x ​n+1 n
A + ε.

y ​ −n+1 y ​ >n 0 n > N

(A − ε)(y ​ −n y ​) <N x ​ −n x ​ <N (A + ε)(y ​ −n y ​).N

yn x ​/y ​ →N n 0 y ​/y ​ →N n 0

A − ε ≤ ​ ​ ≤
n→∞

lim inf
y ​n

x ​n
​ ​ ≤

n→∞
lim sup

y ​n

x ​n
A + ε.

ε → 0 x ​/y ​ →n n A

A = +∞ M > 0 n

​ >
y ​ − y ​n+1 n

x ​ − x ​n+1 n
M .

y ​n x ​/y ​ ≥n n M n +∞ A = −∞

x ​ →n 0 0 < x ​ <1 1 0 < x ​ <n 1

x ​ =n+1 x ​(1 −n x ​) <n x ​.n

L ∈ [0, 1) L = L(1 − L) L = 0
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令

因为

所以

由于 ，括号内的平均值趋于 。因此 ，即

a ​ =n ​.
x ​n

1

​ =
x ​n+1

1
​ =

x ​(1 − x ​)n n

1
​ +

x ​n

1
​,

1 − x ​n

1

​ =
n

a ​n
​ ​ + ​ ​

.
n

1 [
x ​1

1

k=1

∑
n−1

1 − x ​k

1 ]

1/(1 − x ​) →k 1 1 a ​/n →n 1

nx ​ =n ​ →
a ​/nn

1
1.

数学分析（上册） 第二章 极限 · 参考答案

第 27 页 / 共 36 页



习题 2（B 组）

第 1 题

由题设，

于是对偶数项，

右端是  个趋于  的量之和，故 。对奇数项同理，

所以无论  奇偶，都有 。原命题要证的  也是 ： 利用已证的偶数、奇数两种情形分

别是  与 ，所以

第 2 题

反设只有有限多个这样的下标。设  之后的项都不满足条件，则对每个 ，都存在 ，使

取

由于 ，集合  非空且有限。取其中最大的下标 。于是对任意 ，

所以  是一个满足题意的下标，并且 ，与反设中“  之后没有”矛盾。故这样的下标有无限多个。

第 3 题

设  使 。任给 ，取 ，使  时

记

(a ​ −n+1 a ​) =n−1 (a ​ −n+1 a ​) +n (a −n a ​) →n−1 0.

a ​ −2m a ​ =0 ​(a ​ −
k=1

∑
m

2k a ​),2k−2

m 0 a ​ =2m o(m)

a ​ −2m+1 a ​ =1 ​(a ​ −
k=1

∑
m

2k+1 a ​) =2k−1 o(m).

n a ​ =n o(n) a ​ −n an−1 o(n)

a ​ =n o(n) a ​ =n−1 o(n)

​ →
n

a ​ − a ​n n−1 0.

N n > N k ∈ N∗

x ​ ≥n+k x ​.n

M = x ​ >N+1 0.

x ​ →n 0 {n > N : x ​ ≥n M} r k ∈ N∗

x ​ <r+k M ≤ x ​.r

r r > N N

M > 0 ∣a ​∣ ≤k M 0 < ε < 1 K k ≥ K

∣a ​ −k a∣ < ε.

数学分析（上册） 第二章 极限 · 参考答案

第 28 页 / 共 36 页



由二项式定理 。因此

当  时，

（固定有限个二项式系数相对  可忽略）。先令  再令 ，得到

第 4 题

记

由题设

故  单调递增。又  有上界，而

的部分和有界（例如 ， ），所以  有上界。由单调收敛原理，  收敛。于

是

也收敛。

S ​ =n ​ ​ a ​.
k=0

∑
n

(
k

n) k

​ ​ =∑k=0
n (

k
n) 2n

​ ​ − a ​ ≤
2n
S ​n

​ ​ ​ ∣a ​ −
2n
1

k=0

∑
K−1

(
k

n) k a∣ + ε.

n → ∞

​ ​ ​ →
2n
1

k=0

∑
K−1

(
k

n) 0

2n n → ∞ ε → 0

​ ​ =
n→∞
lim

2n
​ ​ a ​∑k=0

n (
k

n) k
a.

z ​ =n x ​ +n ​ ​.
k=1

∑
n−1

k2

1

z ​ −n+1 z ​ =n x ​ −n+1 x ​ +n ​ ≥
n2

1
0,

{z ​}n {x ​}n

​ ​

k=1

∑
∞

k2

1

1/(k ) ≤2 1/[k(k − 1)] k ≥ 2 {z ​}n {z ​}n

x ​ =n z ​ −n ​ ​

k=1

∑
n−1

k2

1
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第 5 题

令

因 ，所以 。并且当  时，

故

先证  有不动点。函数  在  上连续，取最小值点 。若 ，由严格距离压缩

性，

与  是最小值矛盾。因此 。

再令 。由

知  单调递减，设其极限为 。若 ，取子列 。则 ，故 ，从而

这与  矛盾。故 ，即 。

第 6 题

记

由二项式定理，

对固定的 ，当  时

T (x) = ​.
2

x + f(x)

f([a, b]) ⊂ [a, b] T ([a, b]) ⊂ [a, b] x = y

T (x) − T (y) = ​[(x −
2
1

y) + (f(x) − f(y))],

∣T (x) − T (y)∣ < ∣x − y∣.

T h(x) = ∣T (x) − x∣ [a, b] ξ h(ξ) > 0

h(T (ξ)) = ∣T (T (ξ)) − T (ξ)∣ < ∣T (ξ) − ξ∣ = h(ξ),

h(ξ) T (ξ) = ξ

d ​ =n ∣x ​ −n ξ∣

d ​ =n+1 ∣T (x ​) −n T (ξ)∣ < d ​n

{d ​}n ρ ρ > 0 x ​ →n ​j η ∈ [a, b] ∣η − ξ∣ = ρ η = ξ

​d ​ =
j→∞
lim n ​+1j ∣T (η) − ξ∣ < ∣η − ξ∣ = ρ,

d ​ →n ρ ρ = 0 x ​ →n ξ

E ​ =n 1 + ​ , S ​ =(
n

1 )
n

n ​ ​, S =
k=0

∑
n

k!
1

​S ​.
n→∞
lim n

E ​ =n ​ ​ ​ ≤
k=0

∑
n

nk
n(n − 1) ⋯ (n − k + 1)

k!
1

​ ​ =
k=0

∑
n

k!
1

S ​.n

m n ≥ m
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令 ，右端趋于 。于是

再令 ，利用  与 ，得到 。

第 7 题

由恒等式 ，

对 ，

因此

第 8 题

反设 ，其中  为正整数。由第 7 题，

另一方面，

是整数，而

也是整数，故两者之差是正整数，不可能满足上式。矛盾，所以  是无理数。

E ​ ≥n ​ ​ ​.
k=0

∑
m

nk
n(n − 1) ⋯ (n − k + 1)

k!
1

n → ∞ ​ 1/k! =∑k=0
m

S ​m

S ​ ≤m ​E ​ ≤
n→∞

lim inf n ​E ​ ≤
n→∞

lim sup n S.

m → ∞ limE ​ =n e S ​ →m S S = e

e = ​ 1/k!∑
k=0
∞

e − ​ ​ =
k=0

∑
n

k!
1

​ ​.
j=1

∑
∞

(n + j)!
1

j ≥ 1

​ <
(n + j)!

1
​,

n!(n + 1)j
1

e − ​ ​ <
k=0

∑
n

k!
1

​ ​ ​ =
n!
1

j=1

∑
∞

(n + 1)j
1

​.
n!n

1

e = p/q p, q

0 < q!e − ​q! ​ <
k=0

∑
q

k!
1

​ =
q!q
q!

​ ≤
q

1
1.

q!e = q!p/q = (q − 1)!p

​q! ​

k=0

∑
q

k!
1

e
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第 9 题

由数列  递增趋于 、  递减趋于 ，对任意正整数 ，

对三边取自然对数，得

第一式除以 、第二式除以 ，就有

第 10 题

记 ， 。由第 9 题，

故  递减。另一方面，

所以 。单调递减且有下界 ，故  收敛。

第 11 题

记

则

第一项是整数。又

后一项至多是前一项的  倍，故

{(1 + 1/n) }n e {(1 + 1/n) }n+1 e n

1 + ​ <(
n

1 )
n

e < 1 + ​ .(
n

1 )
n+1

n ln 1 + ​ <(
n

1 ) 1 < (n + 1) ln 1 + ​ .(
n

1 )

n n + 1

​ <
n + 1

1
ln 1 + ​ <(

n

1 ) ​.
n

1

H ​ =n 1 + 1/2 + ⋯ + 1/n a ​ =n H ​ −n lnn

a ​ −n+1 a ​ =n ​ −
n + 1

1
ln 1 + ​ <(

n

1 ) 0,

{a ​}n

H ​ =n 1 + ​ ​ >
k=1

∑
n−1

k + 1
1

1 + ​ ln 1 + ​ =
k=1

∑
n−1

(
k

1 ) lnn,

a ​ >n 0 0 {a ​}n

r ​ =n e − ​ ​.
k=0

∑
n

k!
1

e n! = n! ​ ​ +
k=0

∑
n

k!
1

n!r ​.n

n!r ​ =n ​ +
n + 1

1
​ +

(n + 1)(n + 2)
1

⋯ .

1/(n + 1)

数学分析（上册） 第二章 极限 · 参考答案

第 32 页 / 共 36 页



首项给出下界，几何估计给出上界，故

记 。整数项不影响正弦值，所以

第 12 题

令 ，则题设化为

记 （补充 ）。由阿贝尔求和，

第一项趋于 。第二项是  的加权算术平均；因  且权重有界，它也趋于 。故 ，即 

。

第 13 题

记

由题设 ，所以当  足够大时 。若  有界，则 ，而 ，于是  不

可能沿所有项趋于 ，这与  收敛矛盾。因此

又

对  使用施笃兹定理：

​ <
n + 1
n

nn!r ​ ≤n n ⋅ 1 + ​ + ​ + ⋯ =
n + 1

1 (
n + 1

1
(n + 1)2

1 ) 1.

nn!r ​ →n 1.

u ​ =n 2πnn!r ​ →n 2π

n sin(2πen!) = n sin(2πn!r ​) =n u ​ ​ →n
u ​n

sinu ​n 2π.

b ​ =n a ​ −n a

​ →
n

b ​ + ⋯ + b ​1 n 0, n(b ​ −n b ​) →n−1 0.

d ​ =k k(b ​ −k b ​)k−1 b ​ =0 0

b ​ =n ​ +
n

b ​ + ⋯ + b ​1 n
​ ​ ​d ​.

n

1

k=1

∑
n

k

k − 1
k

0 d ​k d ​ →k 0 0 b ​ →n 0 a ​ →n a

S ​ =n ​x ​.
k=1

∑
n

k
2

x ​S ​ →n n 1 n x ​ >n 0 {S ​}n 1/S ​ ≥n c > 0 x ​ ∼n 1/S ​n x ​n
2

0 S ​n

S ​ →n +∞.

S ​ =n+1 S ​ +n x ​, S ​x ​ →n+1
2

n+1 n+1 1.

S ​n
3
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这里利用  及 。于是

因此

第 14 题

记 ，则 。原题的参数式是一个二次动力系统；若要求对每个实数  给出精

确的“收敛／周期／混沌”分类，所用工具已明显超出前两章。这里严格遵守题目限制，给出可由单调性、

夹逼和柯西准则完整证明的主要结论。

1. 　此时无实不动点，因为  的判别式 。且 ，并且

若 ，则

故  单调递增。若它收敛到 ，则 ，与无实不动点矛盾，所以 。

2. 　令

有  ，且  。容易检验  （端点  、 ）。对

，

所以  以固定压缩比收敛；极限只能是不动点 。

3. 　此时 ，且区间  在  下不变。由

其中 ，可知 。数列递增且有上界 ，故收敛。取极限得

​ ∼
S ​n

3

n
​ =

S ​ − S ​n+1
3

n
3

1
​ →

3S ​x ​ + 3S ​x ​ + x ​n
2

n+1
2

n n+1
4

n+1
6

1
​.

3
1

S ​x ​ →n+1 n+1 1 x ​ →n+1 0

nx ​ =n
3

​(x ​S ​) →
S ​n

3

n
n n

3
​.

3
1

​ =3 3nx ​n
3

​ →3 3nx ​n
3 1.

F ​(t) =c (t +2 c)/2 a ​ =n+1 F ​(a ​)c n c

c > 1 t = F ​(t)c 4(1 − c) < 0 a ​ =1 c/2 > 0

a ​ −2 a ​ =1 ​ >
8
c2

0.

a ​ ≥n 0

a ​ −n+1 a ​ =n ​ >
2

(a ​ − 1) + c − 1n
2

0.

{a ​}n L L = F ​(L)c a ​ →n +∞

−3 ≤ c ≤ 0

α = 1 − ​, I =1 − c [c/2, 0].

α ∈ [−1, 0] F ​(α) =c α F ​(I) ⊂c I F (0) =c c/2 F ​(c/2) =c c/2 + c /8 ≤2 0

u, v ∈ I

∣F ​(u) −c F ​(v)∣ =c ​∣u +
2
1

v∣ ∣u − v∣ ≤ ​∣u −
4
3

v∣.

{a ​}n α

0 < c ≤ 1 a ​ =1 c/2 < α [a ​,α]1 F ​c

F ​(t) −c t = ​ ≥
2

(t − α)(t − β)
0 (α ≤ t ≤ β),

β = 1 + ​1 − c a ​ ≥n+1 a ​n α

lim a ​ =n α = 1 − ​.1 − c
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4. 特殊值 、 ，而

故收敛，极限为 。

对于  且  的其余参数，  会出现周期轨道甚至更复杂的有界轨道；例如  给出

循环而不收敛。题目若要求逐点判定全部 ，必须借助二次映射的动力系统理论，不能伪装成第二章的极限

题。

第 15 题

不必有结论。取

对固定的 ，等式  至多成立一次。事实上，若

则  是有理数。这里需要一个初等事实：对任意非零整数 ，  都是无理数。证明与第 8 题完

全相同，只须使用

并估计右端的有理尾部。于是  不可能，故 ，从而 。因此  至多有一项等于 ，

其余都为 ，仍有 。

但沿 ，恒有 ，所以 。

第 16 题

由题设，可把

延拓为 ，于是 。对任意 ，因为 ，题设给出 ，故

c = −8 α = −2 β = 4

a ​ =1 −4, a ​ =2 4, a ​ =n 4 (n ≥ 2).

4

c < −3 c = −8 F ​c c = −4

−2 ↦ 0 ↦ −2,

c

f(x) = ​ ​{1,
0,

x = e (n ∈ N),n

其他 x > 0.

λ ∈ (0, 1) nλ = em

nλ = e , n λ =m ′ e ,m′

e =m−m′
n/n′ d ed

e =d
​ ​

k=0

∑
∞

k!
dk

m = m′ m = m′ n = n′ f(nλ) 1

0 f(nλ) → 0

x = e →n +∞ f(e ) =n 1 lim ​ f(x) =x→+∞  0

h(x) = ​ (∣x∣ >
x

f(x) − f(x/2)
0)

h(0) = 0 h(x) → 0 x = 0 x/2 →m 0 f(x/2 ) →m 0
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而

除以 ，得

给定 ，取 ，使  时 。若 ，则右边每项的  都小于 ，故

因  任意， 。

第 17 题

设  分别是  的周期。令

则  仍以  为周期。更具体地， ，而

不一定是新周期；但  至少有周期 。题设给出 （当 ）。

固定任意 。数列 ，且

由 ，得到 。由于  任意， ，即 。

f(x) = ​ f(x/2 ) − f(x/2 ) .
k=0

∑
∞

[ k k+1 ]

f(x/2 ) −k f(x/2 ) =k+1
​h(x/2 ).

2k
x k

x

​ =
x

f(x)
​ ​h(x/2 ).

k=0

∑
∞

2k
1 k

ε > 0 δ > 0 ∣t∣ < δ ∣h(t)∣ < ε 0 < ∣x∣ < δ h(x/2 )k ε

​ ​ ​ ≤
x

f(x)
​ ​ =

k=0

∑
∞

2k
ε

2ε.

ε lim ​ f(x)/x =x→0 0

T ​,T ​ >f g 0 f , g

h(x) = f(x) − g(x).

h T ​,T ​f g h(x + T ​) =f h(x)

h(x + T ​ −f T ​) =g h(x)

h T ​f h(x) → 0 x → ∞

x ​ ∈0 R x ​ +0 nT ​ →f +∞

h(x ​ +0 nT ​) =f h(x ​).0

h(x ​ +0 nT ​) →f 0 h(x ​) =0 0 x ​0 h ≡ 0 f ≡ g
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