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§1.3.2 练习题 第 1 题

关于 Bernoulli 不等式的推广：

(1) 证明：当 −2 ≤ h ≤ −1 时，Bernoulli 不等式

(1 + h)n ≥ 1 + nh

仍成立；

(2) 证明：当 h ≥ 0 时成立不等式

(1 + h)n ≥ n(n− 1)h2

2
,

并推广之；

(3) 证明：若 ai > −1 (i = 1, 2, · · · , n) 且同号，则成立不等式

n∏
i=1

(1 + ai) ≥ 1 +
n∑

i=1

ai.
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§1.3.2 练习题 第 2 题

阶乘 n! 在数学分析以及其他课程中经常出现，以下是几个有关的不等式，它们都可以从

平均值不等式得到：

(1) 证明：当 n > 1 时成立

n! <

(
n+ 1

2

)n

;

(2) 利用
(n!)2 = (n · 1)

[
(n− 1) · 2

]
· · · (1 · n)

证明：当 n > 1 时成立

n! <

(
n+ 2√

6

)n

;

(3) 比较 (1) 和 (2) 中两个不等式的优劣，并说明原因；

(4) 证明：对任意实数 r 成立

(n!)r ≤ 1

nn

(
n∑

k=1

kr

)n

.
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§1.3.2 练习题 第 3 题

证明几何平均值–调和平均值不等式：若 ak > 0 (k = 1, 2, · · · , n)，则(
n∏

k=1

ak

)1/n

≥ n
n∑

k=1

1

ak

.
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§1.3.2 练习题 第 4 题

证明：当 a, b, c 为非负数时成立

3
√
abc ≤

√
ab+ bc+ ca

3
≤ a+ b+ c

3
.

这个结果还可以推广到 n 个非负数的情况。
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§1.3.2 练习题 第 5 题

证明下列不等式：

(1)
|a− b| ≥

∣∣|a| − |b|
∣∣ 和 |a− b| ≥ |a| − |b|;

(2)

|a1| −
n∑

k=2

|ak| ≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak|;

又问：左边可否为

∣∣∣∣∣|a1| −
n∑

k=2

|ak|

∣∣∣∣∣？
(3)

|a+ b|
1 + |a+ b|

≤ |a|
1 + |a|

+
|b|

1 + |b|
;

(4)
|(a+ b)n − an| ≤ (|a|+ |b|)n − |a|n.

5



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 1 章 ∙ §1.3.2 练习题

§1.3.2 练习题 第 6 题

试按下列提示，给出 Cauchy 不等式的几个不同证明：

(1) 用数学归纳法；

(2) 用 Lagrange 恒等式

n∑
k=1

a2k

n∑
k=1

b2k −

(
n∑

k=1

akbk

)2

=
1

2

n∑
k=1

n∑
i=1

(
|ak||bi| − |ai||bk|

)2
;

(3) 用不等式

|AB| ≤ A2 +B2

2
;

(4) 构造复的辅助数列

ck = a2k − b2k + 2i|akbk|, k = 1, 2, · · · , n,

再利用 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ck

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ck|.
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§1.3.2 练习题 第 7 题

用向前–向后数学归纳法证明：设 0 < xi ≤ 1
2
, i = 1, 2, · · · , n，则

n∏
i=1

xi(
n∑

i=1

xi

)n ≤

n∏
i=1

(1− xi)[
n∑

i=1

(1− xi)

]n .
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§1.3.2 练习题 第 8 题

设 a, c, g, t 均为非负数，a+ c+ g + t = 1，证明

a2 + c2 + g2 + t2 ≥ 1

4
,

且其中等号成立的充分必要条件是

a = c = g = t =
1

4
.

8



数学分析习题课讲义 ∙ 第 2 版 ∙ 上册

第 2 章

数列极限

课后习题

思考题、练习题与参考题 ∙ 共 93 题

一题一页 ∙ 题后留空



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.1.2 思考题

2.1.2 思考题 第 1 题

数列收敛有很多等价定义。例如：

(1) 数列 {an} 收敛于 a，当且仅当

∀ε > 0, ∃N ∈ N+, ∀n ≥ N, |an − a| < ε;

(2) 数列 {an} 收敛于 a，当且仅当

∀m ∈ N+, ∃N ∈ N+, ∀n > N, |an − a| < 1

m
;

(3) 数列 {an} 收敛于 a，当且仅当

∀ε > 0, ∃N ∈ N+, ∀n > N, |an − a| < Kε,

其中 K 是一个与 ε 和 n 无关的正常数。

试证明以上定义与上一小节列出的定义的等价性。
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2.1.2 思考题 第 2 题

问：在数列收敛的定义中，N 是否是 ε 的函数？
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2.1.2 思考题 第 3 题

判断正确与否：若 {an} 收敛，则有

lim
n→∞

(an+1 − an) = 0 和 lim
n→∞

an+1

an
= 1.
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2.1.2 思考题 第 4 题

设收敛数列 {an} 的每一项都是整数。问：该数列有什么特殊性质？
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2.1.5 练习题 第 1 题

按极限定义证明：

(1) lim
n→∞

3n2

n2 − 4
= 3；

(2) lim
n→∞

sinn

n
= 0；

(3) lim
n→∞

(1 + n)1/n = 1；

(4) lim
n→∞

an

n!
= 0 (a > 0)。

13



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.1.5 练习题

2.1.5 练习题 第 2 题

设 an ≥ 0, n ∈ N+，数列 {an} 收敛于 a。证明

lim
n→∞

√
an =

√
a.
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2.1.5 练习题 第 3 题

若 lim
n→∞

an = a，证明

lim
n→∞

|an| = |a|.

反之如何？
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2.1.5 练习题 第 4 题

下面一组题在本章的许多极限计算中有用，并与第五章的连续性概念有关：

(1) 设 p(x) 是 x 的多项式。若 lim
n→∞

an = a，证明

lim
n→∞

p(an) = p(a);

(2) 设 b > 0, lim
n→∞

an = a，证明

lim
n→∞

ban = ba;

(3) 设 b > 0，{an} 为正数列， lim
n→∞

an = a > 0，证明

lim
n→∞

logb an = logb a;

(4) 设 b 为实数，{an} 为正数列， lim
n→∞

an = a > 0，证明

lim
n→∞

abn = ab;

(5) 设 lim
n→∞

an = a，证明

lim
n→∞

sin an = sin a.

例如，若 b > 0，则 lim
n→∞

b1/n = 1，它是第 (2) 题的特例。
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2.1.5 练习题 第 5 题

设 a > 1。证明

lim
n→∞

loga n

n
= 0.

（可以利用已知极限 lim
n→∞

n
√
n = 1。）
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2.2.1 思考题 第 1 题

设 {an} 收敛而 {bn} 发散。问：数列 {an + bn} 和 {anbn} 的敛散性如何？
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2.2.1 思考题 第 2 题

设 {an} 和 {bn} 都发散。问：数列 {an + bn} 和 {anbn} 的敛散性如何？
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2.2.1 思考题 第 3 题

设 an ≤ bn ≤ cn, n ∈ N+，已知

lim
n→∞

(cn − an) = 0.

问：数列 {bn} 是否收敛？
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2.2.1 思考题 第 4 题

找出下列运算中的错误：

lim
n→∞

(
1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n

)
= lim

n→∞

1

n+ 1
+ · · ·+ lim

n→∞

1

2n
= 0.
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2.2.1 思考题 第 5 题

设已知 {an} 收敛于 a，又对每个 n 有 b < an < c。问：是否成立 b < a < c？
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2.2.1 思考题 第 6 题

设已知 {an}收敛于 a，又有 b ≤ a ≤ c。问：是否存在 N，使得当 n > N 时成立 b ≤ an ≤ c？
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2.2.1 思考题 第 7 题

设已知 lim
n→∞

an = 0。问：是否有

lim
n→∞

(a1a2 · · · an) = 0?

又问：反之如何？
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2.2.4 练习题 第 1 题

证明：{an} 收敛的充分必要条件是 {a2k} 和 {a2k−1} 收敛于同一极限。
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2.2.4 练习题 第 2 题

以下是可以应用夹逼定理的几个题：

(1) 给定 p 个正数 a1, a2, · · · , ap，求

lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + · · ·+ anp ;

(2) 设
xn =

1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ · · ·+ 1√

(n+ 1)2
, n ∈ N+,

求 lim
n→∞

xn；

(3) 设

an =

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)1/n

, n ∈ N+,

求 lim
n→∞

an；

(4) 设 {an} 为正数列，并且已知它收敛于 a > 0。证明

lim
n→∞

n
√
an = 1.
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2.2.4 练习题 第 3 题

求下列极限：

(1) lim
n→∞

(1 + x)(1 + x2) · · · (1 + x2n)，其中 |x| < 1；

(2) lim
n→∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
；

(3) lim
n→∞

(
1− 1

1 + 2

)(
1− 1

1 + 2 + 3

)
· · ·
(
1− 1

1 + 2 + · · ·+ n

)
；

(4) lim
n→∞

[
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)(n+ 2)

]
；

(5) lim
n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1) · · · (k + ν)
，其中 ν 为正整数。

最后两个题是

lim
n→∞

[
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

]
的推广。
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2.3.2 练习题 第 1 题

证明：若 {xn} 单调，则 {|xn|} 至少从某项开始后单调。又问：反之如何？
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2.3.2 练习题 第 2 题

设 {an} 单调增加，{bn} 单调减少，且有

lim
n→∞

(an − bn) = 0.

证明：数列 {an} 和 {bn} 都收敛，且极限相等。
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2.3.2 练习题 第 3 题

按照极限的定义证明：单调增加有上界的数列的极限不小于数列的任何一项；单调减少

有下界的数列的极限不大于数列的任何一项。
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2.3.2 练习题 第 4 题

设

xn =
2

3
· 3
5
· · · n+ 1

2n+ 1
, n ∈ N+,

求数列 {xn} 的极限。
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2.3.2 练习题 第 5 题

设

an =
10

1
· 11
3

· · · n+ 9

2n− 1
, n ∈ N+,

求数列 {an} 的极限。
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2.3.2 练习题 第 6 题

在例题 2.2.6 的基础上证明：当 p > 1 时，数列 {Sn} 收敛，其中

Sn = 1 +
1

2p
+

1

3p
+ · · ·+ 1

np
, n ∈ N+.
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2.3.2 练习题 第 7 题

设 0 < x0 <
π
2
, xn = sinxn−1, n ∈ N+。证明：{xn} 收敛，并求其极限。

34



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.3.2 练习题

2.3.2 练习题 第 8 题

设

an =

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]2
, n ∈ N+,

证明：{an} 收敛于 0。

（观察

an =

(
1 · 3
2 · 2

)(
3 · 5
4 · 4

)
· · ·
[
(2n− 3)(2n− 1)

(2n− 2)(2n− 2)

] [
2n− 1

(2n)2

]
.

）
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2.3.2 练习题 第 9 题

设

an =

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2
1

2n+ 1
, n ∈ N+,

证明：{an} 收敛。

（方法与上一题类似。在学了积分学后将于命题 11.4.1 中求出上述数列的极限为 π
2
。这就

是 Wallis 公式。）
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2.3.2 练习题 第 10 题

下列数列中，哪些是单调的：

(1)

{
1

1 + n2

}
; (2) {sinn}; (3) { n

√
n!}.
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2.3.2 练习题 第 11 题

证明：单调数列 {an} 收敛的充分必要条件是它有一个收敛子列。
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2.3.2 练习题 第 12 题

对每个正整数 n，用 xn 表示方程

x+ x2 + · · ·+ xn = 1

在闭区间 [0, 1] 中的根。求 lim
n→∞

xn。
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2.4.3 练习题 第 1 题

设 lim
n→∞

xn = +∞。证明

lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= +∞.
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2.4.3 练习题 第 2 题

设 {xn} 单调增加，且
lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= a.

证明：{xn} 收敛于 a。
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2.4.3 练习题 第 3 题

设 {a2k−1} 收敛于 a，{a2k} 收敛于 b，且 a ̸= b。求

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

（注意：虽然数列 {an} 可能发散，但前 n 项的算术平均值所成的数列仍可以有极限。一

个典型例子就是 {(−1)n}。）
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2.4.3 练习题 第 4 题

若 lim
n→∞

(an − an−1) = d，证明

lim
n→∞

an
n

= d.

（本题可以看作 Cauchy 命题的另一种形式，也很有用。）
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2.4.3 练习题 第 5 题

设 {an} 为正数列，且收敛于 A。证明

lim
n→∞

(a1a2 · · · an)1/n = A.

（本题与 Cauchy 命题的关系是明显的。）

44



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.4.3 练习题

2.4.3 练习题 第 6 题

设 {an} 为正数列，且存在极限
lim
n→∞

an+1

an
= l.

证明

lim
n→∞

n
√
an = l.

（本题对类型为 { n
√
an}的极限问题很有用，是例题 2.1.2的一个发展；这个结果在无穷级

数的研究中也很重要。）
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.4.3 练习题

2.4.3 练习题 第 7 题

设 lim
n→∞

(xn − xn−2) = 0。证明

lim
n→∞

xn

n
= 0.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.4.3 练习题

2.4.3 练习题 第 8 题

设 lim
n→∞

(xn − xn−2) = 0。证明

lim
n→∞

xn − xn−1

n
= 0.

（本题是 1970 年的 Putnam 竞赛题；若没有题 7 的铺垫，该如何做？）
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.4.3 练习题

2.4.3 练习题 第 9 题

设数列 {an} 满足条件 0 < a1 < 1 和

an+1 = an(1− an) (n ≥ 1).

证明

lim
n→∞

nan = 1.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.5.5 练习题

2.4.3 练习题 第 10 题

若 lim
n→∞

an = α， lim
n→∞

bn = β，证明

lim
n→∞

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1
n

= αβ.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.5.5 练习题

2.5.5 练习题 第 1 题

计算下列极限：

(1) lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

；

(2) lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n

；

(3) lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n

；

(4) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n2

；

(5) lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

；

(6) lim
n→∞

(
1 +

1

n
+

1

n2

)n

。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.5.5 练习题

2.5.5 练习题 第 2 题

设 k ∈ N+。证明
k

n+ k
< ln

(
1 +

k

n

)
<

k

n
.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.5.5 练习题

2.5.5 练习题 第 3 题

求

lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)(
1 +

2

n2

)
· · ·
(
1 +

n

n2

)
.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.5.5 练习题

2.5.5 练习题 第 4 题

设 {pn} 是正数列，且 pn → +∞。计算

lim
n→∞

(
1 +

1

pn

)pn

.
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2.5.5 练习题 第 5 题

求

lim
n→∞

n! 2n

nn
.

在以下各题中均可试用几何方法，或作出几何解释。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.6.3 练习题

2.6.3 练习题 第 1 题

(1) 设 a > 0, x1 =
√
a, xn+1 =

√
a+ xn, n ∈ N+，求 lim

n→∞
xn；

(2) 设 a > 0, x1 =
√
a, xn+1 =

√
axn, n ∈ N+，求 lim

n→∞
xn。

（这两题外形相似，都可用本节方法解决。但题 (2) 有更简单的直接解法。）
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.6.3 练习题

2.6.3 练习题 第 2 题

设 A > 0, 0 < b0 < A−1，且

bn+1 = bn(2− Abn), n ∈ N+.

证明

lim
n→∞

bn = A−1.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.6.3 练习题

2.6.3 练习题 第 3 题

设参数 b > 4, x1 =
1
2
，且

xn+1 = bxn(1− xn), n ∈ N+.

证明：数列 {xn} 发散。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.6.3 练习题

2.6.3 练习题 第 4 题

设 x1 = b, xn+1 =
1
2
(x2

n + 1)。问：b 取何值时数列 {xn} 收敛，并求其极限。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.6.3 练习题

2.6.3 练习题 第 5 题

设 x0 = a, xn = 1 + bxn−1, n ∈ N+。试求出使该数列收敛的 a, b 的所有值。

（本题为线性迭代，解法很多。）
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2.6.3 练习题 第 6 题

设给定初始值 x1，然后用线性函数 f(x) = ax+ b迭代生成数列 {xn}，即 xn+1 = axn+ b。

试回答以下问题：

(1) 是否存在线性函数，使对于任何初始值 x1，{xn} 总是收敛的？

(2) 是否存在线性函数，使对于任何初始值 x1，{xn} 总是发散的？

(3) 是否存在线性函数，使对于不同的初始值 x1，{xn} 收敛到不同极限？

(4) 是否存在线性函数，使对于某些初始值 x1，{xn}收敛，而对于其他初始值 x1，{xn}
发散？
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.6.3 练习题

2.6.3 练习题 第 7 题

设 {xn} 为正数列，且满足

xn+1 +
1

xn

< 2, n ∈ N+.

证明 {xn} 收敛，并求其极限。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.6.3 练习题 第 8 题

设 A > 0, x1 > 0，且

xn+1 =
1

2

(
xn +

A

xn

)
, n ∈ N+.

证明

lim
n→∞

xn =
√
A.

（这是求平方根的快速算法。实际上可以得到收敛速度的估计：

xn+1 −
√
A =

1

xn

(
xn −

√
A
)2

≤ 1√
A

(
xn −

√
A
)2

.

因此若记 |xn −
√
A| = εn 为第 n 次误差，则在 n 充分大时 εn+1 ≈ 1√

A
ε2n。每迭代一次，

有效位数几乎增加一倍。）
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 1 题

设 {a2k−1}, {a2k} 和 {a3k} 都收敛。证明：{an} 收敛。
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2.7.3 第一组参考题 第 2 题

设 {an} 有界，且满足条件

an ≤ an+2, an ≤ an+3, n ∈ N+.

证明：{an} 收敛。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 3 题

设 {an + an+1} 和 {an + an+2} 都收敛。证明：{an} 收敛。
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2.7.3 第一组参考题 第 4 题

设数列 {an} 收敛于 0，又存在极限

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = a.

证明：a ≤ 1。
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2.7.3 第一组参考题 第 5 题

设

an =
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
, n ∈ N+.

计算 lim
n→∞

an。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 6 题

用 p(n) 表示能整除 n 的素数的个数。证明

lim
n→∞

p(n)

n
= 0.
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2.7.3 第一组参考题 第 7 题

设 a0, a1, · · · , ap 是 p+ 1 个给定的数，且满足条件

a0 + a1 + · · ·+ ap = 0.

求

lim
n→∞

(
a0
√
n+ a1

√
n+ 1 + · · ·+ ap

√
n+ p

)
.

69



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 8 题

证明：当 0 < k < 1 时，

lim
n→∞

[
(1 + n)k − nk

]
= 0.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 9 题

(1) 设 {xn} 收敛。令
yn = n(xn − xn−1), n ∈ N+.

问：{yn} 是否收敛？

(2) 在上一小题中，若 {yn} 也收敛，证明 {yn} 收敛于 0。
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2.7.3 第一组参考题 第 10 题

(1) 设正数列 {an} 满足条件
lim
n→∞

an
an+1

= 0.

证明：{an} 是正无穷大量。

(2) 设正数列 {an} 满足条件
lim
n→∞

an
an+1 + an+2

= 0.

证明：{an} 无界。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 11 题

证明 (n
3

)n
< n! <

(n
2

)n
,

其中右边的不等式当 n ≥ 6 时成立。

73



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 12 题

证明 (n
e

)n
< n! < e

(n
2

)n
.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 13 题

（关于命题 2.5.4 的改进）证明：

(1) n ≥ 2 时成立

1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

1

n!n
= 3− 1

2! 1 · 2
− · · · − 1

n!(n− 1)n
;

(2)

e = 3− lim
n→∞

n∑
k=0

1

(k + 2)!(k + 1)(k + 2)
;

(3) 用
n∑

k=0

1

k!
+

1

n!n

计算 e 要比不加上最后一项好得多。
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2.7.3 第一组参考题 第 14 题

设

an = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n, n ∈ N+.

证明：{an} 收敛。
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2.7.3 第一组参考题 第 15 题

设已知存在极限

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

证明

lim
n→∞

an
n

= 0.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 16 题

证明

lim
n→∞

(n!)1/n
2

= 1.
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 17 题

设对每个 n 有 xn < 1，并且

(1− xn)xn+1 ≥
1

4
.

证明 {xn} 收敛，并求其极限。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第一组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 18 题

设 a1 = b, a2 = c，在 n ≥ 3 时

an =
an−1 + an−2

2
.

证明 {an} 收敛，并求其极限。
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2.7.3 第一组参考题 第 19 题

设 a, b, c 是三个给定的实数。令 a1 = a, b1 = b, c1 = c，并以递推公式定义

an+1 =
bn + cn

2
, bn+1 =

cn + an
2

, cn+1 =
an + bn

2
, n ∈ N+.

求这三个数列的极限。
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数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 2 章 ∙ 2.7.3 第二组参考题

2.7.3 第一组参考题 第 20 题

(1) 设 a1 > b1 > 0，且

an+1 =
2anbn
an + bn

, bn+1 =
√
an+1bn, n ∈ N+.

证明：{an} 和 {bn} 收敛于同一极限。

(2) 在 a1 = 2
√
3, b1 = 3 时，证明上述极限等于单位圆的半周长 π。（这里可以利用极限

lim
n→∞

n sin π

n
= π。）

注：本题与例题 2.3.5完全不同。实际上这就是计算圆周率的 Archimedes（阿基米德）–刘
徽方法的迭代形式，其中 {an} 和 {bn} 分别是单位圆外切和内接正多边形的半周长。
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2.7.3 第二组参考题 第 1 题

设

an =

√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n, n ∈ N+.

证明：{an} 收敛。
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2.7.3 第二组参考题 第 2 题

证明：对每个正整数 n，成立不等式(
1 +

1

n

)n

>
n∑

k=0

1

k!
− e

2n
.
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2.7.3 第二组参考题 第 3 题

求极限

lim
n→∞

n sin(2πn!e).
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2.7.3 第二组参考题 第 4 题

记

Sn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
, n ∈ N+.

用 Kn 表示使 Sk ≥ n 的最小下标，求极限

lim
n→∞

Kn+1

Kn

.
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2.7.3 第二组参考题 第 5 题

设

xn =
1

n2

n∑
k=0

ln
(
n

k

)
, n ∈ N+,

求 lim
n→∞

xn。
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2.7.3 第二组参考题 第 6 题

将二项式系数 (
n

0

)
,

(
n

1

)
, · · · ,

(
n

n

)
的算术平均值和几何平均值分别记为 An 和 Gn。证明：

(1) lim
n→∞

n
√
An = 2; (2) lim

n→∞
n
√

Gn =
√
e.
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2.7.3 第二组参考题 第 7 题

设

An =
n∑

k=1

ak, n ∈ N+,

数列 {An} 收敛。又有一个单调增加的正数数列 {pn}，且为正无穷大量。证明

lim
n→∞

p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan
pn

= 0.
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2.7.3 第二组参考题 第 8 题

设 {an} 满足

lim
n→∞

(
an

n∑
i=1

a2i

)
= 1.

证明

lim
n→∞

3
√
3n an = 1.
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2.7.3 第二组参考题 第 9 题

设数列 {un}n≥0 对每个非负整数 n 满足条件

un = lim
m→∞

(
u2
n+1 + u2

n+2 + · · ·+ u2
n+m

)
.

证明：若存在有限极限

lim
n→∞

(u1 + u2 + · · ·+ un),

则只能是每个 un = 0。
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2.7.3 第二组参考题 第 10 题

（Toeplitz 定理）设对 n, k ∈ N+，有 tnk ≥ 0，并且

n∑
k=1

tnk = 1, lim
n→∞

tnk = 0.

若已知 lim
n→∞

an = a，定义

xn =
n∑

k=1

tnkak, n ∈ N+.

证明：

lim
n→∞

xn = a.

几种变型：

(1) 将条件
∑n

k=1 tnk = 1 改为 lim
n→∞

n∑
k=1

tnk = 1；

(2) 不要求 tnk非负，而将条件改为存在M > 0，使得对每个 n成立 |tn1|+· · ·+|tnn| ≤ M，

则结论对 a = 0 仍成立。
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2.7.3 第二组参考题 第 11 题

用 Toeplitz 定理导出 Stolz 定理。
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2.7.3 第二组参考题 第 12 题

设 0 < λ < 1, {an} 收敛于 a。证明

lim
n→∞

(
an + λan−1 + λ2an−2 + · · ·+ λna0

)
=

a

1− λ
.
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2.7.3 第二组参考题 第 13 题

设 lim
n→∞

xn = 0，并且存在常数 K，使得

|y1|+ |y2|+ · · ·+ |yn| ≤ K

对每个 n 成立。令

zn = x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1, n ∈ N+.

证明：

lim
n→∞

zn = 0.

（从本题的条件已可推出 lim yn = 0，但可以举出例子说明仅有 limxn = lim yn = 0 不能

得到 lim(x1yn + · · ·+ xny1) = 0。）
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2.7.3 第二组参考题 第 14 题

设 yn = xn + 2xn+1, n ∈ N+。证明：若 {yn} 收敛，则 {xn} 也收敛。
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2.7.3 第二组参考题 第 15 题

由初始值 a0 和

an = 2n−1 − 3an−1, n ∈ N+,

确定数列 {an}。求 a0 的所有可能值，使得数列 {an} 是严格单调增加的。
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2.7.3 第二组参考题 第 16 题

证明数列

√
7,

√
7−

√
7,

√
7−

√
7 +

√
7,

√
7−

√
7 +

√
7−

√
7, · · ·

收敛，并求其极限。
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2.7.3 第二组参考题 第 17 题

令 y0 ≥ 2，且

yn = y2n−1 − 2, n ∈ N+.

设

Sn =
1

y0
+

1

y0y1
+ · · ·+ 1

y0y1 · · · yn
.

证明

lim
n→∞

Sn =
y0 −

√
y20 − 4

2
.
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2.7.3 第二组参考题 第 18 题

设 x1 = c, xn+1 = axn (a > 0, a ̸= 1), n ∈ N+。根据下面提供的函数 f(x) = ax 和

f(f(x)) 的单调性和不动点的知识，讨论数列 {xn} 的敛散性。

(1) 在 a > 1 时，函数 f(x) = ax 单调增加。

(i) 如 a > e1/e，则 f 无不动点。证明：不论 c 如何，数列 {xn} 总是单调增加的
正无穷大量；

(ii) 在 a = e1/e 时 f 恰有一个不动点。证明：当 c ≤ e 时，数列 {xn} 单调增加收
敛于 e；而当 c > e 时，{xn} 是单调增加的正无穷大量；

(iii) 如 1 < a < e1/e，则 f 有两个不动点。根据 x1 = c 的大小，讨论数列 {xn} 的
敛散性。

(2) 在 0 < a < 1 时，函数 f(x) = ax 单调减少，存在唯一不动点。

(i) 如 e−e ≤ a < 1，则复合函数 f(f(x)) = aa
x
只有一个不动点。证明：数列 {xn}

收敛，它的子列 {x2k−1} 和 {x2k} 是具有不同单调性的单调数列；

(ii) 如 0 < a < e−e，则复合函数 f(f(x)) = aa
x
有三个不动点。证明：除非 x1 = c

恰好是 f 的不动点，否则子列 {x2k−1} 和 {x2k} 分别单调收敛于不同的极限，
数列 {xn} 发散。
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2.7.3 第二组参考题 第 19 题

设参数 b > 0, x1 =
1
2
，且

xn+1 = bxn(1− xn), n ∈ N+.

证明以下结论（对于情况 b > 4 的讨论即是 2.6.3 小节中的题 3）：

(1) 当 0 < b ≤ 1 时，{xn} 单调减少收敛于 0；

(2) 当 1 < b ≤ 2 时，{xn} 单调减少收敛于 1− 1
b
；

(3) 当 2 < b ≤ 3时，子列 {x2k−1}和 {x2k}具有相反的单调性，并收敛于同一极限 1− 1
b
；

(4) 当 3 < b ≤ 1 +
√
5 时，子列 {x2k−1} 和 {x2k} 具有相反的单调性，但收敛于不同极

限。
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3.1.3 练习题 第 1 题

试证明确定界的唯一性。
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3.1.3 练习题 第 2 题

设对每个 x ∈ A 成立 x < a。问：在 supA < a 和 supA ≤ a 中哪个是对的？
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3.1.3 练习题 第 3 题

设数集 A 以 β 为上界，又有数列 {xn} ⊂ A 和

lim
n→∞

xn = β.

证明：β = supA。
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3.1.3 练习题 第 4 题

求下列数集的上确界和下确界：

(1) {x ∈ Q | x > 0}；

(2) {y | y = x2, x ∈ (−1
2
, 1)}；

(3)
{(

1 + 1
n

)n | n ∈ N+

}
；

(4) {ne−n | n ∈ N+}；

(5) {arctanx | x ∈ (−∞,+∞)}；

(6)
{
(−1)n + 1

n
(−1)n+1 | n ∈ N+

}
；

(7)
{
1 + n sin nπ

2
| n ∈ N+

}
。
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3.1.3 练习题 第 5 题

证明：

(1) sup{xn + yn} ≤ sup{xn}+ sup{yn}；

(2) inf{xn + yn} ≥ inf{xn}+ inf{yn}。

106



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 3 章 ∙ 3.1.3 练习题

3.1.3 练习题 第 6 题

设有两个数集 A和 B，且对数集 A中的任何一个数 x和数集 B 中的任何一个数 y 成立

不等式 x ≤ y。证明

supA ≤ infB.
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3.1.3 练习题 第 7 题

设数集 A 有上界，数集 B = {x+ c | x ∈ A}，其中 c 是一个常数。证明

supB = supA+ c, infB = infA+ c.
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3.2.3 练习题 第 1 题

如果数列是 {(−1)n}，开始的区间是 [−1, 1]。试用例题 3.2.2 中的方法具体找出一个闭区
间套和相应的收敛子列。又问：你能否用这样的方法在这个例子中找出 3 个收敛子列？
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3.2.3 练习题 第 2 题

如将闭区间套定理中的闭区间套改为开区间套 {(an, bn)}，其他条件不变，则可以举出例
子说明结论不成立。
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3.2.3 练习题 第 3 题

设 {(an, bn)} 为开区间套，数列 {an} 严格单调增加，数列 {bn} 严格单调减少，又满足
条件

an < bn, n ∈ N+.

证明
∞⋂
n=1

(an, bn) ̸= ∅.
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3.2.3 练习题 第 4 题

用闭区间套定理证明确界存在定理。
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3.2.3 练习题 第 5 题

用闭区间套定理证明单调有界数列的收敛定理。
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3.3.3 练习题 第 1 题

对于给定的数列 {xn} 和数 a，证明：在 a 的每个邻域中有数列 {xn} 的无穷多项的充分
必要条件是，a 是数列 {xn} 的某个子列的极限。
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3.3.3 练习题 第 2 题

证明：有界数列发散的充分必要条件是存在两个收敛于不同极限值的子列。
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3.3.3 练习题 第 3 题

证明：若 {xn} 无界，但不是无穷大量，则存在两个子列，其中一个子列收敛，另一个子
列是无穷大量。
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3.3.3 练习题 第 4 题

用凝聚定理证明单调有界数列的收敛定理。
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3.4.5 练习题 第 1 题

满足以下条件的数列 {xn}是否一定是基本数列？若回答“是”，请作出证明；若回答“不
一定是”，请举出反例：

(1) 对每个 ε > 0，存在 N，当 n > N 时成立 |xn − xN | < ε；

(2) 对所有 n, p ∈ N+，成立 |xn+p − xn| ≤ p/n；

(3) 对所有 n, p ∈ N+，成立 |xn+p − xn| ≤ p/n2；

(4) 对每个正整数 p，成立 lim
n→∞

(xn − xn+p) = 0。
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3.4.5 练习题 第 2 题

用对偶法则于数列收敛的 Cauchy 收敛准则，以正面方式写出数列发散的充分必要条件。
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3.5.3 练习题 第 1 题

对开区间 (0, 1) 构造一个开覆盖，使得它的每一个有限子集都不能覆盖 (0, 1)。
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3.5.3 练习题 第 2 题

用闭区间套定理证明覆盖定理。
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3.5.3 练习题 第 3 题

用覆盖定理证明闭区间套定理。
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3.5.3 练习题 第 4 题

用覆盖定理证明凝聚定理。
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3.5.3 练习题 第 5 题

试对于例题 3.5.2 的证明举出两个具体例子，即

(1) 数集 A 无上界；

(2) A 有上界，且有 b < ξ = supA 和 ξ /∈ A。
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3.6.4 练习题 第 1 题

求下列数列的上极限和下极限：

(1) xn =
1 + (−1)n

2
, n ∈ N+；

(2) xn = sin nπ

4
, n ∈ N+；

(3) xn = n(−1)n , n ∈ N+；

(4) xn = en(−1)n , n ∈ N+。
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3.6.4 练习题 第 2 题

若 xn ≥ yn, n ∈ N+，证明

lim
n→∞

xn ≥ lim
n→∞

yn, lim
n→∞

xn ≥ lim
n→∞

yn.
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3.6.4 练习题 第 3 题

对 {xn}，记

Sn =
1

n

n∑
k=1

xk, n ∈ N+.

证明

lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

Sn ≤ lim
n→∞

Sn ≤ lim
n→∞

xn.

（可以看出本题的结论蕴涵了 §2.4 中的 Cauchy 命题。）
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3.7.3 第一组参考题 第 1 题

证明：数列有界的充分必要条件是它的每个子列有收敛子列。
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3.7.3 第一组参考题 第 2 题

证明：数列收敛的充分必要条件是存在一个数 a，使数列的每个子列有收敛于 a 的子列。
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3.7.3 第一组参考题 第 3 题

证明：在有界闭区间上的无界函数一定在这个区间的某一点的每一个邻域上无界。又问：

在开区间上的无界函数是否有与此类似的性质？
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3.7.3 第一组参考题 第 4 题

设函数 f 在区间 (a, b) 上定义。对区间 (a, b) 的每一个点 ξ，存在 δ > 0，当 x ∈ (ξ −
δ, ξ + δ)∩ (a, b) 时，如 x < ξ，则 f(x) < f(ξ)；如 x > ξ，则 f(x) > f(ξ)。证明：函数 f

在 (a, b) 上严格单调增加。
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3.7.3 第一组参考题 第 5 题

试用上、下极限的工具证明第二章 2.4.1 小节中的 Stolz 定理。

（参考 3.6.4 小节的题 3。）
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3.7.3 第一组参考题 第 6 题

设 {xn}, {yn} 是非负数列。在以下乘积均有意义时证明：

lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xnyn)

≤ lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn

≤ lim
n→∞

(xnyn) ≤ lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn.
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3.7.3 第一组参考题 第 7 题

设 {xn} 为正数列。用上、下极限证明：若

lim
n→∞

xn+1

xn

= l,

则

lim
n→∞

n
√
xn = l.
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3.7.3 第一组参考题 第 8 题

若对于数列 {an} 的每个子列 {ank
} 都有

lim
k→∞

an1 + an2 + · · ·+ ank

k
= a,

证明： lim
n→∞

an = a。
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3.7.3 第一组参考题 第 9 题

设 {xn} 为正数列。证明

lim
n→∞

n

(
1 + xn+1

xn

− 1

)
≥ 1,

且右边的 1 为最佳值。
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3.7.3 第一组参考题 第 10 题

设 {xn} 为正数列。证明

lim
n→∞

(
x1 + xn+1

xn

)n

≥ e,

且右边的 e 为最佳值。
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3.7.3 第二组参考题 第 1 题

从确界存在定理出发，证明：对于 R中的任何两个正数 a, b，存在正整数 n，使得 na > b。（这

个结论常称为 Archimedes 公理或原理。）
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3.7.3 第二组参考题 第 2 题

设有两个非空实数集 A 和 B，满足条件：

(1) R = A ∪B；

(2) A 中的每一个数都小于 B 中的每一个数。

证明：或者 A有最大数而 B无最小数，或者 B有最小数而 A无最大数。（这就是 Dedekind
（戴德金）的连续性定理或公理，它与实数系的每一个基本定理等价。）
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3.7.3 第二组参考题 第 3 题

证明：将实数 R 分成两个非空集合 A 和 B，则或者 A 中有数列收敛于 B 中的点，或者

B 中有数列收敛于 A 中的点。（这个结论称为实数的连通性，它与实数系的每一个基本

定理等价。）
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3.7.3 第二组参考题 第 4 题

试用压缩映射原理证明数列

√
7,

√
7−

√
7,

√
7−

√
7 +

√
7,

√
7−

√
7 +

√
7−

√
7, · · ·

收敛，并计算其极限。

（即用压缩映射原理重做第二章的第二组参考题 16。）
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3.7.3 第二组参考题 第 5 题

设有界数列 {xn} 具有如下性质：对于每个数列 {yn}，成立

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn.

证明：{xn} 收敛。
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3.7.3 第二组参考题 第 6 题

(1) 设 {xn} 为正数列，且 lim
n→∞

xn = 0。证明：存在无限多个 n，成立

xn < xk, k = 1, 2, · · · , n− 1.

(2) 设 {xn} 为正数列，且有正下界。证明：

lim
n→∞

xn+1

xn

≥ 1.
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3.7.3 第二组参考题 第 7 题

设 yn = pxn + qxn+1, n ∈ N+，其中 |p| < |q|。证明：若 {yn} 收敛，则 {xn} 也收敛。
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3.7.3 第二组参考题 第 8 题

设 {xn} 有界，且
lim
n→∞

(x2n + 2xn) = A.

证明：{xn} 收敛，并求其极限。

145



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 3 章 ∙ 3.7.3 第二组参考题

3.7.3 第二组参考题 第 9 题

设 xn = sinn, n ∈ N+。证明数列 {xn} 的极限点集合为 [−1, 1]。
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3.7.3 第二组参考题 第 10 题

设 {xn} 有界，且
lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0.

将 {xn} 的下极限和上极限分别记为 l 和 L。证明：在区间 [l, L] 中的每一个点都是数列

{xn} 的极限点。

（众所周知，本题的条件与基本数列的条件差得很远，一般来说当然不能保证数列 {xn}
收敛。但是 1976 年有人发现，如果 {xn} 是迭代生成数列，则从 lim(xn+1 − xn) = 0 差

不多就可以推出 {xn} 收敛，从而 l = L。确切内容请看第五章第二组参考题 20。）
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4.1.3 思考题 第 1 题

下列几种叙述能否作为函数极限 lim
x→a

f(x) = A 的等价定义？

(1) ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ Oδ(a) \ {a}，成立 |f(x)− A| ≤ ε；

(2) ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ Oδ(a) \ {a}，成立 |f(x)− A| < kε（k 为正常数）；

(3) ∀n ∈ N+, ∃δ > 0, ∀x ∈ Oδ(a) \ {a}，成立 |f(x)− A| < 1/n；

(4) ∀ε > 0, ∃n, ∀x ∈ O1/n(a) \ {a}，成立 |f(x)− A| < ε。
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4.1.3 思考题 第 2 题

下列几种叙述能否作为函数极限 lim
x→a

f(x) = A 的等价定义？

(1) ∃δ > 0, ∀ε > 0, ∀x ∈ Oδ(a) \ {a}，成立 |f(x)− A| < ε；

(2) ∀δ > 0, ∃ε > 0, ∀x ∈ Oδ(a) \ {a}，成立 |f(x)− A| < ε；

(3) 当 x 充分靠近 a 时，f(x) 越来越接近 A。
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4.1.3 思考题 第 3 题

用对偶法则给出：

(1)“f(x) 在点 a 不收敛于 A”的正面叙述；

(2)“f(x) 在点 a 处没有极限”的正面叙述。
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4.1.3 思考题 第 4 题

设

lim
x→a

g(x) = A, lim
y→A

f(y) = B.

证明 lim
x→a

f(g(x)) 只有 3 种可能性：

(1) lim
x→a

f(g(x)) = B；

(2) lim
x→a

f(g(x)) = f(A)；

(3) 极限 lim
x→a

f(g(x)) 不存在。

（本题来自《美国数学月刊》1975 年第 82 卷 63–64 页。）

下列各题要求按照函数极限的定义来做。
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4.1.5 练习题 第 1 题

证明

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
= 1.
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4.1.5 练习题 第 2 题

证明

lim
x→1

x2 + x− 2

x(x2 − 3x+ 2)
= −3.
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4.1.5 练习题 第 3 题

证明

lim
x→+∞

x+ 1

x2 − x
= 0.
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4.1.5 练习题 第 4 题

当 a 取什么数值时，

lim
x→−1

x3 − ax2 − x+ 4

x+ 1

存在？此时极限为何？
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4.1.5 练习题 第 5 题

求 a, b，使

lim
x→2

x2 + ax+ b

x2 − x− 2
= 2.
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4.2.3 思考题 第 1 题

试就

lim
x→+∞

f(x) = A 和 lim
x→a+

f(x) = A

两类极限叙述极限的唯一性定理、局部有界性定理、局部保号性定理、比较定理、夹逼

定理、Heine 归结原理和 Cauchy 收敛准则。
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4.2.3 思考题 第 2 题

回答下列有关极限四则运算法则方面的问题：

(1) 若 lim
x→a

[f(x) + g(x)] 存在，则当 x 趋于 a 时 f(x) 和 g(x) 的敛散性之间有何联系？

(2) 若 lim
x→a

f(x) 存在，lim
x→a

g(x) 不存在，则 lim
x→a

f(x)g(x) 是否存在？
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4.2.3 思考题 第 3 题

找出下列运算中的错误：

(1)

lim
x→2

x− 2

sin 1
x−2

=
limx→2(x− 2)

limx→2 sin 1
x−2

=
0

limx→2 sin 1
x−2

= 0;

(2)
lim
x→∞

sinx

x
= lim

x→∞

1

x
· lim
x→∞

sinx = 0 · lim
x→∞

sinx = 0.
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4.2.3 思考题 第 4 题

对于极限的加法运算法则作出两个证明：

(1) 用函数极限定义；

(2) 用 Heine 归结原理。
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4.2.3 思考题 第 5 题

对于各种类型的函数极限中 A = ∞ 但不是有确定符号的无穷大量的情况，夹逼定理不
成立。为什么？举出反例。
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4.2.3 思考题 第 6 题

Heine 归结原理的推论在这里也成立。试证之。
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4.2.5 练习题 第 1 题

证明：

(1) lim
x→+∞

xk

ax
= 0 (a > 1, k > 0)；

(2) lim
x→+∞

lnx

xk
= 0 (k > 0)；

(3) lim
x→+∞

x
√
a = 1 (a > 0)；

(4) lim
x→+∞

x
√
x = 1。
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4.2.5 练习题 第 2 题

求

lim
y→+∞

√
1 + y3√

y2 + y3 + y
.
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4.2.5 练习题 第 3 题

求

lim
x→+∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)(x−1)/(x+2)

.
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4.2.5 练习题 第 4 题

求

lim
x→0

n
√
1 + x− 1

x
,

其中 n 为正整数。
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4.2.5 练习题 第 5 题

设已知 lim
x→0

f(x)

x
= l, b ̸= 0。求

lim
x→0

f(bx)

x
.
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4.2.5 练习题 第 6 题

证明

lim
x→0

√
1 + sinx−

√
1− sinx

sinx
= 1.
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4.2.5 练习题 第 7 题

证明：在区间 (a,+∞) 上单调有界函数 f 一定存在极限 lim
x→+∞

f(x)。
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4.2.5 练习题 第 8 题

设 f(x) 在区间 (a, b) 上为单调增加函数，且存在一个数列 {xn} ⊂ (a, b)，使得

lim
n→∞

xn = b, lim
n→∞

f(xn) = A.

证明：

(1) f 在区间 (a, b) 上以 A 为上界；

(2) lim
x→b−

f(x) = A。
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4.2.5 练习题 第 9 题

设 lim
x→+∞

f(x) = A > 0。证明：对每个 c ∈ (0, A)，存在M > 0，当 x > M 时成立 f(x) > c。

（这是对于极限类型为 limx→+∞ f(x) 的保号性定理。）
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4.3.4 练习题 第 1 题

计算下列极限：

(1) lim
x→+∞

(
2

π
arctanx

)x

；

(2) lim
x→π

2
−
(sinx)tanx；

(3) lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)x2

；

(4) lim
x→π

2
−
(cosx)π

2
−x；

(5) lim
x→0

sin 2x− 2 sinx

x3
；

(6) lim
x→1−

(1− x) tan πx

2
。
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4.3.4 练习题 第 2 题

注意下列两个“不等式”并求出正确值：

(1) lim
x→+∞

sinx

x
̸= 1；

(2) lim
x→+∞

(1 + x)1/x ̸= e。
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4.3.4 练习题 第 3 题

设 a > 0, b > 0，求极限

lim
n→∞

(
n
√
a+ n

√
b

2

)n

.

（本题是数列极限问题，但现在可以用函数极限知识来解决。）
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4.3.4 练习题 第 4 题

设 a1, · · · , an 为正数，n ≥ 2，

f(x) =

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

)1/x

,

求 lim
x→0

f(x)。
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4.3.4 练习题 第 5 题

计算极限

lim
n→∞

n∏
k=1

cos x

2k
,

并证明 Viète（韦达）公式

π

2
=

1√
1
2
·
√

1
2
+ 1

2

√
1
2
·

√
1
2
+ 1

2

√
1
2
+ 1

2

√
1
2
· · ·

.

（这是数学家 Viète在 1593年发表的。它是数学史上第一次用无穷乘积来表示一个数，同
时也是对于圆周率 π 的认识上的重大突破。）

176



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 4 章 ∙ 4.4.2 思考题

4.4.2 思考题 第 1 题

当 x → 0 时，

10−1010000 , e−1010 , x, sinx

是否是无穷小量？

1010
10000

, e10
10

, xn, ax (a > 1)

是否是无穷大量？
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4.4.2 思考题 第 2 题

确定下列极限是否存在，若存在，等于什么？（观察图 4.2 中的图像。）

(1) lim
x→0

sinx

x
；

(2) lim
x→+∞

sinx

x
；

(3) lim
x→0

x sin 1

x
；

(4) lim
x→∞

x sin 1

x
；

(5) lim
x→0

x sinx；

(6) lim
x→∞

x sinx；

(7) lim
x→0

1

x
sin 1

x
；

(8) lim
x→∞

1

x
sin 1

x
。
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4.4.2 思考题 第 3 题

当 x → 0 时，下列等式中哪些可以成立：

(1) o(1) = O(1)；

(2) O(1) = o(1)；

(3) o(x2) = o(x)；

(4) O(x2) = o(x)；

(5) x · o(x2) = o(x3)；

(6) O(x2)

x
= o(x)。
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4.4.4 练习题 第 1 题

确定下列无穷小量的阶：

(1)
√
1 + tanx−

√
1− tanx (x → 0)；

(2) ln x− ln a (x → a), a > 0；

(3) ax − 1 (x → 0)，其中 a > 0；

(4) ax
2 − bx

2
(x → 0)，其中 a, b > 0；

(5) ln
(
x+ cos π

2
x
)

(x → 1)；

(6) ln x ln(x− 1) (x → 1+)。
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4.4.4 练习题 第 2 题

设存在极限

lim
x→0

f(x)

x
,

又有

f(x)− f
(x
2

)
= o(x) (x → 0).

证明：f(x) = o(x) (x → 0)。
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4.4.4 练习题 第 3 题

与数列中的几个常见的无穷大量之间的关系

lnn ≪ nε ≪ an ≪ n! ≪ nn (a > 1, ε > 0)

相类似，证明当 x → +∞ 时，有

lnx ≪ xε ≪ ax ≪ xx (a > 1, ε > 0),

其中 u ≪ v 的定义是 lim u

v
= 0。
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4.4.4 练习题 第 4 题

用等价量代换方法计算下列极限：

(1) lim
x→0

ln(sin2 x+ ex)− x

ln(x2 + e2x)− 2x
；

(2) lim
x→+∞

(x+ 1)[ln(x2 + x)− 2 ln(x+ 1)]；

(3) lim
x→0

√
1 + x− 6

√
1 + x

3
√
1 + x− 1

；

(4) lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
；

(5) lim
x→0

(3 + 2 sinx)x − 3x

tan2 x
；

(6) lim
t→0

(
arcsin t

t

)1/t2

。
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4.5.2 参考题 第 1 题

若函数 f 在区间 (a, b) 上单调，且有一个数列 {xn}，使得

xn → a+, lim
n→∞

f(xn) = A.

请按照单侧极限的定义直接证明

lim
x→a+

f(x) = A.
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4.5.2 参考题 第 2 题

设函数 f 在区间 [a, b] 上严格单调增加，且有一个在区间 [a, b] 内的数列 {xn}，使得

f(xn) → f(a).

证明：

lim
n→∞

xn = a.
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4.5.2 参考题 第 3 题

在 Heine 归结原理（命题 4.2.3）的条件中：

(1) 若将“每个数列 {xn}”改为“每个单调数列 {xn}”，其他要求不变，则结论是否仍
然成立？

(2) 若对“每个数列 {xn}”增加要求

|xn+1 − a| < |xn − a|, n ∈ N+,

其他条件不变，则又如何？

又若在它的推论（命题 4.2.4）中作这些改动，结论是否仍然成立？
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4.5.2 参考题 第 4 题

证明

sin
√
x+ 1− sin

√
x

当 x → +∞ 时极限为 0，并分析其阶数。
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4.5.2 参考题 第 5 题

求

lim
x→+∞

[
1

x
· a

x − 1

a− 1

]1/x
, a > 0, a ̸= 1.
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4.5.2 参考题 第 6 题

(1) 设函数
f(x) = a1 sinx+ a2 sin 2x+ · · ·+ an sinnx,

且对所有 x 成立

|f(x)| ≤ | sinx|.

证明：

|a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1.

(2) 设函数
f(x) = a1 ln(1 + x) + a2 ln(1 + 2x) + · · ·+ an ln(1 + nx),

且对于所有 x > 0 成立 |f(x)| ≤ |x|。试陈述与 (1) 相应的不等式并加以证明。

189



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 4 章 ∙ 4.5.2 参考题

4.5.2 参考题 第 7 题

对一般的正整数 n，计算极限

lim
x→0

sinnx− n sinx

x3
.

190



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 4 章 ∙ 4.5.2 参考题

4.5.2 参考题 第 8 题

证明 Dirichlet 函数（4.1.5 小节的题 11）有以下解析表达式：

D(x) = lim
m→∞

{
lim
n→∞

[cos(πm!x)]2n
}
.
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4.5.2 参考题 第 9 题

(1) 设函数 f 在区间 (0,+∞) 上满足

f(2x) = f(x),

且存在有限极限 f(+∞)。证明：f 是常值函数。

(2) 设存在 a > 0, a ̸= 1，使得函数 f 在区间 (0,+∞) 上满足

f(ax) = f(x).

证明：若存在有限极限 f(+∞) 或 f(0+)，则 f 为常值函数。
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4.5.2 参考题 第 10 题

设函数 f 在 R 上定义，在 x = 0 邻近有界，又有 a > 1, b > 1，使得对每个 x ∈ R 成立

f(ax) = bf(x).

证明：

lim
x→0

f(x) = 0.
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4.5.2 参考题 第 11 题

设函数 f 在 (0,+∞) 上单调增加，且有

lim
x→+∞

f(2x)

f(x)
= 1.

证明：对每个 a > 0，成立

lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1.
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4.5.2 参考题 第 12 题

设 f 在 (0,+∞) 上定义，且在其中的每个有界子区间上有界。证明等式

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
[f(x+ 1)− f(x)]

在右边为有限极限或 ±∞ 时成立。
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4.5.2 参考题 第 13 题

设 f 在 (0,+∞) 上定义，且在其中的每个有界子区间上有界。证明等式

lim
x→+∞

f(x)

xn+1
=

1

n+ 1
lim

x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

xn

在右边为有限极限或 ±∞ 时成立。
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4.5.2 参考题 第 14 题

设 T 为正常数，若函数 f, g 在 [a,+∞) 上满足条件：

(1) g(x+ T ) > g(x), x ∈ [a,+∞)；

(2) lim
x→+∞

g(x) = +∞，且 f(x), g(x) 在 [a,+∞) 的每个有界子区间上有界；

(3)

lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l,

则

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= l.
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4.5.2 参考题 第 15 题

设成立

lim
x→0

f(x) = 0, f(x)− f
(x
2

)
= o(x) (x → 0).

证明：

f(x) = o(x) (x → 0).

（本题比 4.4.4 小节的题 2 要难一点。）
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第 5 章 ∙ 连续函数与单调函数

5.1
连续函数的局部性质

本习题共 16 题

局部连续性、左右连续、间断点分类、初等连续性及复合极限。



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 5 章 ∙ 5.1 连续函数的局部性质

5.1 连续函数的局部性质 第 1 题

分别证明定理 5.1 中的 (1) 和 (2)。
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5.1 连续函数的局部性质 第 2 题

直接用 ε-δ 的连续性定义证明定理 5.3。
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5.1 连续函数的局部性质 第 3 题

设

lim
x→x0

u(x) = a > 0, lim
x→x0

v(x) = b,

证明

lim
x→x0

u(x)v(x) = ab.
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5.1 连续函数的局部性质 第 4 题

若

lim
n→∞

xn = a > 0, lim
n→∞

yn = b,

证明

lim
n→∞

xyn
n = ab.
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5.1 连续函数的局部性质 第 5 题

设函数 g 在 x = 0 连续，g(0) = 0，函数 f 在某个邻域 O(0) 内满足条件

|f(x)| ≤ c|g(x)|.

证明 f 在 x = 0 连续。
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5.1 连续函数的局部性质 第 6 题

(1) 设 I 为区间，[a, b] ⊂ I，f ∈ C[a, b]。是否存在 g ∈ C(I) 使得 g(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b]？

即是否能够将 f 连续延拓到 I 上？

(2) 对于 f ∈ C(a, b) 考虑同样的问题。
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5.1 连续函数的局部性质 第 7 题

用 ε-δ 语言写出 y = f(x) 在点 x0 左连续和右连续的定义。
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5.1 连续函数的局部性质 第 8 题

举出一个函数，它在无限多个点上左连续而不右连续。
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5.1 连续函数的局部性质 第 9 题

直接用定义证明下列函数的连续性：

(1) f(x) = |x|; (2) f(x) =
1√
x− 1

.
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5.1 连续函数的局部性质 第 10 题

求下列函数的连续范围：

(1) f(x) = secx+ 2 cscx; (2) f(x) =
ex + e−x

ex − e−x
.
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5.1 连续函数的局部性质 第 11 题

找出下列各函数的间断点，判别其类型。对可去间断点改造或补充该点的函数值使之连

续；对跳跃间断点求出其跃度。

(1) f(x) = D(x)；

(2) f(x) = sin 1

x
；

(3) f(x) = 3
√
x sin 1

x
；

(4) f(x) =
1√

sinx
；

(5) f(x) = x+ [x]；

(6) f(x) = [x] + [−x]；

(7) f(x) = sgn(sinx)；

(8) f(x) =
1

1− ex/(x−1)
；

(9) f(x) = lim
n→∞

xn − 1

xn + 1
, x ̸= −1；

(10) f(x) =


(
1 +

1

x

)x

, x ̸= 0,

e, x = 0.
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5.1 连续函数的局部性质 第 12 题

试确定 b, c，使下列函数在其定义域上处处连续：

f(x) =


tanx

x
, −π

2
< x < 0,

x2 + bx+ c, 0 ≤ x ≤ 1,

e
1

1−x , x > 1.
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5.1 连续函数的局部性质 第 13 题

(1) 若在 x0 处函数 f 连续，函数 g 间断，或两个函数都间断，讨论 f + g 在该点的连续

性；

(2) 对 fg 讨论同样的问题。
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5.1 连续函数的局部性质 第 14 题

(1) 设 f 在 (−∞,+∞) 上定义，且对每个 G > 0，f ∈ C(−G,G)，问是否有 f ∈
C(−∞,+∞)？

(2) 设 f 在 [a, b] 上定义，且对每个足够小的 ε > 0，f ∈ C(a + ε, b − ε)，问是否有

f ∈ C(a, b) 和 f ∈ C[a, b]？
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5.1 连续函数的局部性质 第 15 题

讨论 f(x), |f(x)|, f 2(x) 在点 x0 的连续性的关系。
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5.1 连续函数的局部性质 第 16 题

求下列极限：

(1) lim
x→1

√
x2 − x+ 5；

(2) lim
x→0

sin(cos(tanx))；

(3) lim sinx

x
，其中 x → 0, x → 1, x → +∞。
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5.2
区间上连续函数的基本性质

本习题共 23 题

零点定理、最值定理、介值定理、一致连续性与有限覆盖方法。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 1 题

请举例说明以下各点：

(1) 在零点存在定理中的条件之一不成立时，定理不再成立；

(2) 满足零点存在定理条件的函数可以有无限多个零点；

(3) 在用闭区间套定理作为工具证明零点存在定理时，逐次等分点永远不是函数的零点
的情况也是可能发生的。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 2 题

设 f 在 [a, b] 上是严格单调减少的连续函数，参数 k < 0。问方程 f(x) = kx 在 [a, b] 中

有几个根？（即将例题 5.12(2) 中的条件 k > 0 换为 k < 0。）
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 3 题

设某运动员用 30 分钟跑完 6 公里。证明：其中至少有一段长度为 1 公里的路程恰用 5
分钟跑完。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 4 题

设 f ∈ C[a, b], f(a) = f(b)。证明：存在 [a1, b1] ⊂ [a, b]，满足

b1 − a1 =
b− a

2
, f(a1) = f(b1).

218



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 5 章 ∙ 5.2 区间上连续函数的基本性质

5.2 区间上连续函数的基本性质 第 5 题

(1) 若余弦多项式

Cn(x) =
n∑

k=0

ak cos kx

的系数满足条件
n−1∑
k=0

|ak| ≤ an，证明：Cn(x) 在 [0, 2π) 中至少有 2n 个零点。

(2) 证明：方程
x17 +

215

1 + cos3 3x = 18

一定有实根。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 6 题

设 f ∈ C[a, b]，a ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ b。证明：存在 ξ ∈ [a, b]，使得

f(ξ) =
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 7 题

设 f ∈ C[a, b]，且 f(x) 只取有理数。问：f 是怎样的函数？
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 8 题

已知方程 2x = 4x 有根 x = 4，从图像观察可猜测在 [0, 1] 中还有一个根。试证明之。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 9 题

试在区间 [0, 1]上构造一个处处不连续函数，它能取得最大值、最小值和介于其间的一切

值。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 10 题

举例说明区间上的连续函数的值域可以是 §1.3.1 列举的 9 种区间中的每一种区间。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 11 题

(1) 若 f ∈ C(R)， lim
|x|→∞

f(x) = +∞，证明：f 在 (−∞,+∞) 上取到最小值；

(2) 若 f ∈ C(R)， lim
|x|→∞

f(x) = +∞，且其最小值点 x0 满足 f(x0) < x0，证明：复合函

数 f ◦ f 至少在两个点达到最小值。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 12 题

设 f ∈ C[a, b]，且 f(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]。证明：
1

f
在 [a, b] 上一致连续。

226



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 5 章 ∙ 5.2 区间上连续函数的基本性质

5.2 区间上连续函数的基本性质 第 13 题

下列各函数在指定区间上哪些是一致连续的：

(1) f(x) =
1

1 + x2
，区间 (−∞,+∞)；

(2) f(x) = x sin 1

x
，区间 (0, 1)；

(3) f(x) = sinx2，区间 (0, 1)。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 14 题

(1) 若 f 是 (a, b) 上的连续有界函数，问 f 在 (a, b) 上是否一致连续？

(2) 若 f 是 (a, b) 上的单调连续有界函数，问 f 在 (a, b) 上是否一致连续？
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 15 题

设 f 为多项式，问 f 在 (−∞,+∞) 上是否一致连续？
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 16 题

设 f ∈ C[a, b]。证明：

∀ε > 0, ∃a = x0 < x1 < · · · < xn = b, ∀i = 1, . . . , n,

∀x′, x′′ ∈ [xi−1, xi] : |f(x′)− f(x′′)| < ε.
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 17 题

试从 Cantor 定理推出连续函数的有界性定理。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 18 题

证明定理 5.12 的必要性证明中关于极限 f(b−) 的存在性。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 19 题

设对于在区间 I 上定义的函数 f，存在一个正常数 L，使得对于任意 x′, x′′ ∈ I，满足不

等式

|f(x′)− f(x′′)| ≤ L|x′ − x′′|,

证明：f 在区间 I 上一致连续。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 20 题

设 f, g 都是 (−∞,+∞) 上的一致连续函数。问下列函数是否在该区间上一致连续：

(1) af + bg, a, b 为常数; (2) fg.
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 21 题

若在区间 I 上存在两个数列 {x′
n}, {x′′

n}，满足条件

lim
n→∞

(x′
n − x′′

n) = 0, lim
n→∞

(f(x′
n)− f(x′′

n)) = A ̸= 0,

证明：f 在 I 上不一致连续。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 22 题

设 f ∈ C[0,+∞)，且

lim
x→+∞

(f(x)− g(x)) = 0.

对于

(1) g(x) = ax+ b, (2) g(x) = sinx, (3) g(x) = x2,

试考虑 f 在 [0,+∞) 上的一致连续性，并归纳出一般结论。
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5.2 区间上连续函数的基本性质 第 23 题

若 f 在 (−∞,+∞) 上一致连续，{xn} 是基本数列，证明：{f(xn)} 也是基本数列。
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5.3
单调函数

本习题共 5 题

连续单射、严格单调性、值域以及单调函数的不连续点。
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5.3 单调函数 第 1 题

设 f ∈ C[a, b]，且存在反函数。证明：f 一定是严格单调函数。
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5.3 单调函数 第 2 题

试用连续函数的介值定理证明定理 5.16。
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5.3 单调函数 第 3 题

设 f 是区间 I 上的严格单调减少函数。对于 I = [a, b] 和 I = (a, b)，分别写出 f 的值域。
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5.3 单调函数 第 4 题

设 f 在 [a, b] 上单调增加，x1, . . . , xn ∈ (a, b) 是 f 的不连续点。证明：

n∑
k=1

[f(x+
k )− f(x−

k )] ≤ f(b)− f(a).
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5.3 单调函数 第 5 题

设 f 是 (0,+∞) 上的单调增加函数。证明：f(0+) 和 f(+∞) 一定有定义，并举出这两个

极限值均为有限或无穷大的 4 种可能组合的例子。
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总
第五章总习题

本章总习题共 20 题

连续性、不动点、最值与一致连续性的综合运用。
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总 第五章总习题 第 1 题

(1) 设 f 在 (−∞,+∞) 上成立 f(2x) ≡ f(x)，且 x = 0 处连续。证明：f 为常值函数；

(2) 设 f 在 (−∞,+∞) 上成立 f(x2) ≡ f(x)，且 x = 0, 1 处连续。证明：f 为常值函数。
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总 第五章总习题 第 2 题

若 f ∈ C(I), c > 0，如下定义函数 g：

g(x) =


−c, f(x) < −c,

f(x), −c ≤ f(x) ≤ c,

c, f(x) > c.

证明 g ∈ C(I)，并阐明其几何意义。
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总 第五章总习题 第 3 题

(1) 举出一个在 (−∞,+∞) 上处处不连续的函数；

(2) 举出一个在 (−∞,+∞) 上只在点 x = 0 处连续而在其他点处不连续的函数；

(3) 给定有限个点 x1, . . . , xn，举出一个在 (−∞,+∞) 上只在这有限个点处连续，而在其

他点处不连续的函数。
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总 第五章总习题 第 4 题

若

lim
n→∞

xn
n = a > 0, lim

n→∞
ynn = b > 0,

且 p, q ≥ 0, p+ q = 1，证明：

lim
n→∞

(pxn + qyn)
n = apbq.
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总 第五章总习题 第 5 题

试直接证明有界闭区间上连续函数的值域定理，即定理 5.7。

247



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 5 章 ∙ 总 第五章总习题

总 第五章总习题 第 6 题

设 f ∈ C[a, b]，且满足条件 f([a, b]) ⊂ [a, b]。证明：存在 ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) = ξ。
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总 第五章总习题 第 7 题

设 f ∈ C[a, b]，且满足条件 f([a, b]) ⊃ [a, b]。证明：存在 ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) = ξ。

（以上两题都是不动点存在定理。）
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总 第五章总习题 第 8 题

设 f ∈ C[0, 1], f(0) = 0, f(1) = 1，且存在某个正整数 n，使得

(f ◦ f ◦ · · · ◦ f)︸ ︷︷ ︸
n 次

(x) = x ∀x ∈ [0, 1].

证明：f(x) = x ∀x ∈ [0, 1]。
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总 第五章总习题 第 9 题

设 f ∈ C(R)，且存在 α > 0, ∀x1, x2，成立

|f(x1)− f(x2)| ≥ α|x1 − x2|.

证明：f(R) = R。
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总 第五章总习题 第 10 题

试用确界存在定理与 Lebesgue 方法证明连续函数的有界性定理。
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总 第五章总习题 第 11 题

试用有限覆盖定理证明闭区间上连续函数的最值定理，即定理 5.9。
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总 第五章总习题 第 12 题

设 f ∈ C[a, b]，对于 a ≤ x ≤ b，定义

M(x) = max{f(t) | a ≤ t ≤ x}, m(x) = min{f(t) | a ≤ t ≤ x}.

证明：M,m ∈ C[a, b]。
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总 第五章总习题 第 13 题

证明：f 在区间 I 上一致连续的充分必要条件是：对 ∀ε > 0, ∃A > 0, ∀x1, x2 ∈ I，当∣∣∣∣f(x1)− f(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣ > A

时，|f(x1)− f(x2)| < ε。
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总 第五章总习题 第 14 题

若 f ∈ C[a, b]，证明：对 ∀ε > 0，存在 [a, b] 上的分段线性函数 L(x)，使得

|f(x)− L(x)| < ε ∀x ∈ [a, b].
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总 第五章总习题 第 15 题

若对每个充分小的 ε > 0，函数 f 在 [a− ε, b+ ε] 上一致连续，问 f 在 (a, b) 上是否一致

连续？
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总 第五章总习题 第 16 题

(1) 设 f ∈ C[a, b]， lim
x→b−

f(x) = B，试问：零点存在定理（设 f(a) ·B < 0）、有界性定理、

最值定理和 Cantor 定理是否仍然成立？

(2) 对于 b = +∞ 考虑与 (1) 相同的问题，并比较它们的结果。
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总 第五章总习题 第 17 题

设 f 是 (0,+∞) 上的一致连续函数，且对于每个 x > 0，

lim
n→∞

f(x+ n) = 0.

证明：

lim
x→+∞

f(x) = 0.
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总 第五章总习题 第 18 题

设 f 为 [0, 1] 上的非负连续函数，且 f(0) = f(1) = 0。证明：对每一个实数 α ∈ (0, 1)，

存在 x0，使得 x0 + α ∈ [0, 1]，且成立

f(x0) = f(x0 + α).

又问：若去掉 f 非负的条件，结论是否仍然成立？
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总 第五章总习题 第 19 题

设 f 为 [0, 1] 上的连续函数，且 f(0) = f(1)。证明：对每一个正整数 n，存在 x0，使得

x0 +
1
n
∈ [0, 1]，且成立

f(x0) = f

(
x0 +

1

n

)
.

又问：本题与上一题有什么联系？
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总 第五章总习题 第 20 题

设 f 在点 x0 的一个邻域上有定义。若对 ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ Oδ(x0)：

f(x) > f(x0)− ε

（或相应的 f(x) < f(x0) + ε），则称 f 在点 x0 下半连续（上半连续）。证明（只讨论上

半连续情况）：

(1)（局部保号性）若 f 在点 x0 上半连续，f(x0) < 0，则存在 δ > 0，使得当 x ∈ Oδ(x0)

时 f(x) < 0；

(2)（有界性）若 f 在 [a, b] 上处处上半连续，则 f 在 [a, b] 上有上界；

(3)（最值性）若 f 在 [a, b] 上处处上半连续，则 f 在 [a, b] 上有最大值。
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第一至五章

原书未附独立答案册；以下内容依据题面与教材方法整理。
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第 1 章 引论：答案与提示

§1.3.2 练习题

1-1 (1) 令 x = −1 − h ∈ [0, 1]。当 n 为偶数时，左边非负而右边非正；当 n 为奇数时，只需用

xn ≤ 1 ≤ n− 1 + nx。

(2) 对整数 n ≥ 2 作二项式展开，得

(1 + h)n ≥ 1 + nh+
n(n− 1)

2
h2 ≥ n(n− 1)

2
h2.

对 h ≥ 0，保留更高次项可得到相应推广。

(3) 对非负 ai 直接归纳并用交叉项非负；若 ai ∈ (−1, 0]，则 1 + ai ∈ [0, 1]，结论仍成立。

1-2 (1) 对 1, 2, · · · , n 用算术–几何平均不等式。各数不全相等，故严格不等式成立。

(2)令 uk = k(n+1−k)。由题设乘积，(n!)2/n是这些 uk的几何平均；它们的算术平均为 (n+1)(n+2)/6。

因此

n! <

(√
(n+ 1)(n+ 2)

6

)n

<

(
n+ 2√

6

)n

.

(3) 式 (2) 的估计更强，因为
√
(n+ 1)(n+ 2)/6 < (n+ 1)/2（n > 1）。

(4) 对正数 1r, 2r, · · · , nr 用算术–几何平均不等式，即得所证不等式。

1-3 记 G = (
∏

ak)
1/n。对 1/a1, · · · , 1/an 用算术–几何平均不等式，得到

∑
1/ak ≥ n/G；两边取

倒数即可。

1-4 对 ab, bc, ca 用算术–几何平均不等式，得 (abc)2/3 ≤ (ab+ bc+ ca)/3，开方即得第一个不等式。

第二个不等式等价于 ∑
a2 ≥ ab+ bc+ ca,

这可由 1
2
[(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2] ≥ 0 得到。对 n 个非负数，可推广为 E1 ≥ E

1/2
2 ≥

· · · ≥ E
1/n
n ，其中 Ek 是第 k 个初等对称平均。

1-5 (1) 用三点不等式及其反向形式。

(2) 右侧由三点不等式得到；左侧由同一不等式反复估计 |
∑

ak| ≥ |a1| −
∑n

k=2 |ak|。左边也可以换成
绝对值形式，因为所证不等式对其相反数同样成立。

(3) 函数 x/(1 + x) 在 [0,∞) 上单调增加且次可加，或直接通分即可。

(4) 对 (a+ b)n 作二项式展开，逐项使用 |a|k|b|n−k 作估计。

1-6 (1) 对 n 作归纳，归纳步对末尾两个变量用二元 Cauchy 不等式。
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(2) 右端按乘积展开后恰好等于左端，从而由平方和非负推出不等式。

(3) 令 A = ak/
√∑

a2i、B = bk/
√∑

b2i，逐项使用题给不等式后求和。

(4) 先算得 |ck| = a2k + b2k。再展开 |
∑

ck|2，比较虚部即可得到 Cauchy 不等式。

1-7 先证 n = 2：令 x+ y = s, xy = p，原不等式两边交叉相乘后的差为 (1− s)(x− y)2 ≥ 0。然后

作向前、向后归纳：由 n 个变量得到 2n 个变量时，将原变量重复一次；由 n 个变量推

出 n − 1 个变量时，把最末一个变量取为其余各变量的平均值。条件 0 < xi ≤ 1/2 保证

相应平均值仍在该范围内。

1-8 由 Cauchy 不等式，
(a+ c+ g + t)2 ≤ 4(a2 + c2 + g2 + t2).

左边等于 1，故平方和至少为 1/4。等号成立当且仅当四数相等；再由总和为 1，得到

a = c = g = t = 1/4。
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第 2 章 数列极限：答案与提示

思考题、练习题与参考题

2.1.2 思考题 提示

2.1.2-1 第一种就是定义；在第二种中取 m > [1/ε]，反方向取 ε = 1/m；第三种用 ε′ = Kε 与

ε′ = ε/K 互推。

2.1.2-2 N 一般依赖于 ε，且不唯一；只需证明存在一个足够大的 N。

2.1.2-3 第一式正确；第二式一般不成立，且需排除分母为零，例如 an = (−1)n/n。

2.1.2-4 极限为整数。由柯西性可推出从某项起各项相等，因此收敛的整数项数列最终为常数列。

2.1.5 练习题 提示

2.1.5-1 分别作差、估计分子并限制项数，或使用 an/n! → 0 的标准估计；每题最后取合适的 N。

2.1.5-2 使用 |√an −
√
a| = |an − a|/(√an +

√
a)，并分 a = 0 与 a > 0。

2.1.5-3 正方向由反向三点不等式得到；反方向不成立，如 an = (−1)n。

2.1.5-4 依次利用多项式的有限和结构、指数与对数的连续性、xb = eb ln x 以及正弦的连续性；这些

结论均可用五类基本函数的单调性作估计。

2.1.5-5 利用
loga n

n
= loga

n
√
n → loga 1 = 0。

2.2.1 思考题 提示

2.2.1-1 {an + bn} 必发散；{anbn} 的敛散性不能确定。可取 an = 0, 1/n, 1/n2，并配以不同发散数

列作例。

2.2.1-2 和与积都不能确定敛散性；可用两个具有相反主项的发散数列构造反例。

2.2.1-3 收敛。由 an → a 和 cn − an → 0 得 cn → a，再用夹逼。

2.2.1-4 不能把随项数变化的有限和拆成项数无限增加的各部分极限再相加；错误在于使用了有限个
数列的和的极限法则。

2.2.1-5 不成立；极限可能取到端点，例如 an = 1− 1/n 且 0 < an < 1。

2.2.1-6 成立。取 δ = min{a− b, c− a}（若一端非严格则为正），则最终有 |an − a| < δ。
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2.2.1-7 前一个命题成立：从某项起 |an| < 1/2，故乘积被常数乘以 2−(n−N) 控制。反命题不成立，

乘积趋于 0 不能推出数列本身趋于 0。

2.2.4 练习题 提示

2.2.4-1 充分性对任意 ε 同时使用偶数项和奇数项的 N，取二者较大者；必要性显然。

2.2.4-2 (1) 设 M = max ai，则 M ≤ (
∑

ani )
1/n ≤ Mp1/n，极限为 M。(2) 和式共有 2n+ 1 项，用

2n+1
n+1

< xn < 2n+1
n
。(3) 根号内为调和型部分和，介于 1 与某个缓慢增长量之间，开 n 次

方后极限为 1。(4) 取 m 使 a/2 < an < 2a，再开 n 次方并夹逼。

2.2.4-3 (1)乘以 1−x后望远镜化，极限为 1/(1−x)。(2) 1−1/k2 = (k−1)(k+1)/k2，极限为 1/2。

(3)通项为 (k−1)(k+2)
k(k+1)

，乘积望远镜化，极限为 1/3。(4)部分分式为 1
2
[ 1
k(k+1)

− 1
(k+1)(k+2)

]，

极限为 1/4。(5) 同样望远镜化，极限为 1/(ν · ν!)。

2.3.2 练习题 提示

2.3.2-1 若原数列非负或非正，则绝对值保持单调；若在变号之后，它从首次靠近极限起保持单调。

反过来不成立，例如 xn = (−1)n/n。

2.3.2-2 先证 an ≤ bn 至少最终成立；由单调性知 an 有上界、bn 有下界，再令两个极限之差等于题

设差的极限 0。

2.3.2-3 记单调增加有上界数列的极限为 A。若某项 ak > A，用它作上界可推出矛盾；单调减少情

形对称。

2.3.2-4 xn+1

xn
= n+2

2n+3
，故数列递减且非负；也可直接估计 xn ≤ (2/3)n，极限为 0。

2.3.2-5 相邻项的比趋于 1/2。分子次数比通项多 1，故乘积以 C(1/2)n/n 的量级趋于 0。

2.3.2-6 Sn 单调增加。对 k ≥ 2 用 k−p ≤
∫ k

k−1
x−p dx，得部分和一致有上界。

2.3.2-7 由 0 < sinx < x（0 < x < π/2）知 {xn} 递减且有下界 0，故收敛；极限满足 x = sinx，故

为 0。

2.3.2-8 把题中乘积写成
∏n−1

k=1

(
1− 1

(2k)2

)
· 1
(2n)2
。该乘积最终小于一个常数乘以 1/n，因此 an → 0。

2.3.2-9 由 (2k)!!/(2k − 1)!! = 2k/(2k − 1) · 前一比值 可验证 an+1 > an；另一方面 an 可写成∏n
k=1

4k2

4k2−1
· 1
2n+1
。利用 4k2

4k2−1
= 1 + 1

4k2−1
得一致有界，故收敛。

2.3.2-10 只有 (1) 单调递减；(2) 不单调；{ n
√
n!} 单调增加。

2.3.2-11 单调且有收敛子列时，子列的极限给出单调数列的上界或下界；再由单调有界定理，原数

列收敛于同一极限。
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2.3.2-12 根唯一且 xn ∈ (0, 1)。把方程写成 xn(1−xn
n)/(1−xn) = 1。若子列极限为 x，则 x/(1−x) = 1。

由单调性及唯一性得 x = 1/2。

2.4.3 练习题 提示

2.4.3-1 固定 M > 0，先取足够大的 N0 使 xk > 2M；当 n 远大于 N0 时，把平均和拆成前 N0 项

与后 n−N0 项，后者已经给出 2M 量级，前者所占比例趋于 0，故平均值最终大于 M。

2.4.3-2 先用反证排除“某项以后始终比 a + δ 大”的情况；再利用单调性，若极限上确界小于 a，

则平均值也会小于 a。因此上下极限均等于 a。

2.4.3-3 极限为 (a+ b)/2：前 n 项中奇、偶项各占约一半。

2.4.3-4 an − a0
n

是差分 ak − ak−1 的平均值，所以它趋于 d；又 a0/n → 0。

2.4.3-5 对正项数列取对数，化为 1
n

∑
ln ak → lnA，再取指数。

2.4.3-6 ln n
√
an = 1

n

∑n
k=2 ln ak

ak−1
+ 1

n
ln a1 → ln l。

2.4.3-7 分别对奇数项与偶数项使用 Cesàro 平均：两个子列相邻差趋于 0，故各自除以 n 后趋于 0。

2.4.3-8 题 7 已得 xn/n → 0，于是 xn−1

n
= xn−1

n−1
· n−1

n
→ 0；两者相减即可。

2.4.3-9 令 bn = 1/an。由

bn+1 − bn =
1

1− an
→ 1

及 Cesàro 命题，bn/n → 1，即 nan → 1。

2.4.3-10 把 ak = α+ (ak −α)、bk = β + (bk − β) 代入卷积平均；主项为 αβ，两个误差项的绝对值

平均值趋于 0。

2.5.5 练习题 提示

2.5.5-1 答案依次为

e−1,
√
e, e2, +∞, 1, e.

各题先取对数，再使用标准极限 (1 + x/t)t → ex。

2.5.5-2 由

ln
(
1 +

k

n

)
=

∫ k/n

0

dt

1 + t

夹在两个长度相同的积分之间，即可得到双边不等式。

2.5.5-3 取对数并利用 ln(1 + u) ∼ u：

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n2

)
∼ n(n+ 1)

2n2
→ 1

2
.
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原极限为
√
e。

2.5.5-4 极限为 e。令 mn = ⌊pn⌋，再用夹逼处理 pn 与整数部分之差。

2.5.5-5 由 Stirling 公式 n! ∼
√
2πn(n/e)n，原式为

√
2πn(2/e)n → 0。

2.6.3 练习题 提示

2.6.3-1 (1) {xn} 单调有界，极限 L 满足 L =
√
a+ L，故 L = (1 +

√
1 + 4a)/2。(2) 这是常数列，

xn =
√
a 对一切 n 成立。

2.6.3-2 令误差 en = 1−Abn，则 en+1 = e2n。由 0 < e1 < 1 得 en → 0，故 bn → A−1。

2.6.3-3 b > 4 时 x1 = 1/2 映到 b/4 > 1，之后迭代值落在区间外并幅度增大；可由 xn+1 − xn =

b(xn − 1/2)2 + (b− 1)xn 的符号或图表说明无界。

2.6.3-4 方程 x = (x2 + 1)/2 只有不动点 x = 1。当 −1 ≤ b ≤ 1 时数列收敛于 1（b = −1 时第二步

即为 1）；当 |b| > 1 时迭代最终无界；因此收敛的 b 为 [−1, 1]。

2.6.3-5 不动点为 1/(1− b)。通解为

xn =
1

1− b
+ bn

(
a− 1

1− b

)
.

故当 |b| < 1（任意 a），或当 a = 1/(1− b)（任意 b ̸= 1）时收敛；b = 1 时无收敛情形。

2.6.3-6 (1)有，例如 f(x) = x/2；(2)不存在使所有初始值都发散的仿射迭代；(3)有，例如 f(x) = x，

不同初始值给出不同常数列；(4) 有，例如 f(x) = 1− x，不动点 1/2 给出常数列，其余

初始值形成二周期。

2.6.3-7 由条件先得 xn > 1/2。再整理

xn+1 − 1 <
xn − 1

xn

.

若 xn > 1，正误差逐步收缩；若 xn < 1，则下一项越过 1。对奇偶子列分别估计，可得

它们都趋于 1，故原数列极限为 1。

2.6.3-8 由AM-GM，先得 xn ≥
√
A（n ≥ 2）。随后 xn+1 ≤ xn，故数列收敛；极限满足 L = (L+A/L)/2，

且 L > 0，所以 L =
√
A。

2.7.3 第一组参考题 提示

2.7.3-1 先比较偶数项子列、奇数项子列和 3k 子列的重叠部分，可知这三个子列有同一极限；再用

偶数项与奇数项覆盖全部自然数。

2.7.3-2 按模 6 分成六个子列。由 an ≤ an+2、an ≤ an+3 可知各子列单调，且原数列有界；再用平

移关系证明六个子列极限相同。
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2.7.3-3 记 un = an + an+1、vn = an + an+2。证明 an+3 − an = un+3 − vn+1 − un，右端趋于 0。奇

数项与偶数项随后均为柯西列，且 un 收敛使二者极限相同。

2.7.3-4 若 a > 1，因为比值最终大于某数 q > 1，从某项起 |an| 几何增长，与 an → 0 矛盾；故

a ≤ 1。

2.7.3-5 由
√
1 + x = 1 + x

2
+O(x2)，

an =
1

2n2

n∑
k=1

k +O(n−1),

故极限为 1/4。

2.7.3-6 若整数 n 的不同素因子为 q1, . . . , qr，则 2r ≤ q1 · · · qr ≤ n，所以 p(n) ≤ log2 n。因此

p(n)/n → 0。

2.7.3-7 展开
√
n+ j =

√
n + j

2
√
n
+ O(n−3/2)。零阶项因

∑
aj = 0 消失，一阶项为 O(n−1/2)，故

极限为 0。

2.7.3-8

(1 + n)k − nk = nk

[(
1 +

1

n

)k

− 1

]
= O(nk−1) → 0.

2.7.3-9 (1) 不一定收敛。例如当 n 为偶数时取 xn = 1/n，为奇数时取 xn = 0，则 xn → 0，但

yn = n(xn − xn−1) 在相邻两项上约在 −1, 1 间摆动。(2) 若 yn → L ̸= 0，则 xn =

x0 +
∑n

k=1 yk/k 会像 L lnn 一样发散，与收敛矛盾。

2.7.3-10 (1) 条件给出 an+1/an → +∞，从某项起比值大于 2，故 an → +∞。(2) 若 {an} 有界，取
上极限 M > 0 的逼近子列；由条件可使 an+2 相对 an 任意大，与其有界性矛盾。

2.7.3-11 左边由归纳证明；右边当 n = 6 直接验证，并由

(n+ 1)!

(n/2)n

/ n!

(n/2)n
= (n+ 1)

(
n

n+ 1

)n

<
n+ 1

2

在 n ≥ 6 时完成归纳。

2.7.3-12 将 n!e =
∑n

k=0 n!/k! + 正余项 分组估计可得右边；对 (1 + 1/n)n < e 反复使用可得

n! > (n/e)n。

2.7.3-13 (1) 把 1
n!n

= 1
n!

− 1
n(n−1)!

后逐项望远镜化。(2) 对 (1) 两边令 n → ∞。(3) 新加项 1
n!n
正

好估计了部分指数和余项的量级，因此误差更小。

2.7.3-14 an 的相邻增量
1√
n
− 2(

√
n −

√
n− 1) < 0，故单调递减；再用积分估计

∑n
k=1 1/

√
k >

2(
√
n− 1) 得一致下界，故收敛。

2.7.3-15 令 An = (a1 + · · ·+ an)/n。有

an
n

= An − n− 1

n
An−1 → A−A = 0.
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2.7.3-16 取对数：

0 ≤ lnn!

n2
=

1

n2

n∑
k=1

ln k ≤ lnn

n
→ 0.

再取指数即得极限 1。

2.7.3-17 条件推出 xn+1 ≥ 1/[4(1 − xn)] > 0，进而 xn ∈ [1/4, 1)。考察 xn+2 = f(xn)，其中

f(x) = 1/[4(1− x)]；f 在 [1/4, 1) 上单调增加。故奇、偶子列各自收敛，再由边界关系得

到共同极限满足 4x(1− x) = 1，即极限为 1/2。

2.7.3-18 由特征方程 2r2 − r − 1 = 0 得 r = 1,−1/2，所以

an =
b+ 2c

3
+

(
b− b+ 2c

3

)(
−1

2

)n−1

.

极限为 (b+ 2c)/3。

2.7.3-19 三步平均保持总和 a+ b+ c，并把三个数之间的最大差按因子 1/2 收缩。因此三个数列都

收敛且极限相同，均为 (a+ b+ c)/3。

2.7.3-20 (1) 证明 bn < an+1 < an，因此两数列都收敛；对 bn+1 =
√
an+1bn 取极限可知二者极限

相等。(2) 利用正多边形的半周长关系，令外切与内接正多边形边数按倍增规律变化；由
limn sin(π/n) = π 夹逼得到公共极限 π。

2.7.3 第二组参考题 提示

2.7.3-1 记第 n 层内层的嵌套根为 un,k，其中 k = n, n − 1, . . . , 1。可取一个统一上界 M 并证明每

一层的增量按几何级数衰减，因此 {an} 是柯西列。

2.7.3-2 用二项式展开估计 (1 + 1/n)n 与部分指数和之差，并把指数尾项控制为 e/(2n)。

2.7.3-3 由 n!e = n!+ 1
n+1

+ 1
(n+1)(n+2)

+ · · · 可知 n!e 的小数部分为 1/n+O(1/n2)，故原极限为 2π。

2.7.3-4 由 Sk ∼ ln k，得 Kn 的增长阶为 en，因此 Kn+1/Kn → e。

2.7.3-5 利用
∑n

k=0 ln
(
n
k

)
= n2

2
− 1

2
lnn+O(1)，除以 n2 后极限为 1/2。

2.7.3-6 An = 2n/(n+ 1)，故 n
√
An → 2。另一方面，由上一题的乘积估计，lnGn = 1

n+1

∑
ln
(
n
k

)
=

n
2
+O(logn/n)，故 n

√
Gn →

√
e。

2.7.3-7 令 A = limAn、bk = ak = Ak −Ak−1，用分部求和得到

n∑
k=1

pkak = pnAn −
n−1∑
k=1

(pk+1 − pk)Ak.

再除以趋于无穷的 pn，并用 An → A 与 pn → +∞。

2.7.3-8 令 An =
∑n

i=1 a
2
i。由题设 anAn → 1，而 An − An−1 = a2n。于是 A3

n − A3
n−1 → 3，从而

An ∼ (3n)1/3、an ∼ (3n)−1/3。
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2.7.3-9 由非负性，un ≥ u2
n+1，且部分和收敛蕴含 un → 0。把条件对所有下标及尾部求和、再令首

项下标适当移动，可推出尾部平方和为 0，从而每个 un = 0。

2.7.3-10 固定 ε > 0，先取 N0 使 |ak − a| < ε 对 k > N0；再把 Toeplitz 和拆成 k ≤ N0 与 k > N0

两部分。前者因 tnk → 0 消失，后者由权重和为 1 控制。

2.7.3-11 取 tnk = (pk − pk−1)/pn 或二项式型权重，代入 Toeplitz 定理，即可从加权平均的收敛推
出相邻平均的 Stolz 形式。

2.7.3-12 把和分成 t 项有限头部与尾部，或写成递推 Tn = an + λTn−1。令 n → ∞ 得 T = a+ λT，

所以 T = a/(1− λ)。

2.7.3-13 固定 m，把卷积和的前 m 项与尾部拆开；前 m 项利用 xn → 0，尾部利用
∑

|yk| ≤ K 与

xn 的一致小性。

2.7.3-14 由 yn = xn + 2xn+1 反复回代：

x1 = (−2)−mxm+1 +
m∑
j=1

(−2)j−1yj .

若 yj 收敛，交错权重的尾段构成柯西列；再结合一次迭代即可得 {xn} 收敛。

2.7.3-15 解递推式得

an =
2n + 4(−3)na0

5
.

要求 an − an−1 > 0 对一切 n 成立，等价于

− 1

16
< a0 <

1

24
.

2.7.3-16 奇、偶项分别构成收缩型迭代，且两步复合映射在 2 附近导数绝对值小于 1。因此整个数

列收敛。极限 L > 0 满足 L =
√
7−

√
7 + L，解得 L = 2。

2.7.3-17 令 t > 0 使 y0 = 2 cosh t，则 yn = 2 cosh(2nt)。用恒等式

2 sinh t
n∏

k=0

2 cosh(2kt) = sinh(2n+1t)

可求出 Sn，再令 n → ∞，得到

limSn = e−t =
y0 −

√
y20 − 4

2
.

2.7.3-18 关键是观察 f(x) = ax 与 f(f(x)) 的单调区间、不动点个数及大小关系。在 a > 1 时利用

f 递增和不动点 x = ax；在 0 < a < 1 时分别考察奇数项子列与偶数项子列，它们分别

由二阶迭代控制。由初值与不动点的位置关系判断子列是否趋向同一固定点，即得题中

各结论。

2.7.3-19 令 fb(x) = bx(1− x)。先比较 x2 与 x1，再使用 fb 在 [0, 1/2] 与 [1/2, 1] 上的单调性。各

情形分别得到递减子列、收敛到不动点 1− 1/b，或由二阶复合 fb(fb(x)) 的单调性得到奇

偶子列的分离极限。b > 4 时可取一个两点周期域说明不收敛。
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第 3 章 实数系的基本定理：答案与提示

练习题与参考题

3.1.3 练习题 提示

3.1.3-1 若两个数都满足上确界的“上界且任意更小数不再是上界”性质，则二者同时不大于、不小

于对方；下确界同理。

3.1.3-2 正确的是 supA ≤ a。严格上界不一定能作为上确界取到，例如 A = (0, 1), a = 1。

3.1.3-3 β 是上界，且 xn → β。若上确界 s < β，取 β − ε > s，数列最终落入该邻域，矛盾；故

s = β。

3.1.3-4 (1) sup = +∞, inf = 0；(2) sup = 1, inf = 0；(3) 数列递增趋于 e，故 sup = e, inf = 2；

(4) ne−n 从 n = 2 起递减，sup = 1/e, inf = 0；(5) sup = π/2, inf = −π/2；(6) 偶下标
给出 1− 1/n，奇下标给出 −1+ 1/n，故 sup = 1, inf = −1；(7) n = 4k+1 时可任意大，

n = 4k + 3 时可任意小，故上、下确界分别为 +∞,−∞（扩展实数意义下）。

3.1.3-5 对每个 n 有 xn ≤ supxn、yn ≤ sup yn，故右边是 {xn + yn} 的上界。下确界不等式可对
−xn,−yn 使用上确界结果。

3.1.3-6 对任意 x ∈ A, y ∈ B 有 x ≤ y，故每个 y ∈ B 都是 A 的上界，从而 supA ≤ y；再对 y ∈ B

取下确界。

3.1.3-7 x ∈ A 与 x + c ∈ B 一一对应，常数平移既不改变上下界次序，也不改变“最小上界/最大
下界”的位置。

3.2.3 练习题 提示

3.2.3-1 从 [−1, 1] 起反复二分并选择含无穷多项的一半，可得到闭区间套，再按区间层级取相应下

标。选左半得到趋于 −1 的子列，选右半得到趋于 1；在某个层级后改用另一支分法，还

可以构造第 3 个收敛子列。

3.2.3-2 例如 {(0, 1/n)} 是长度趋于 0 的开区间套，但交集为空。关键是端点是否被区间保留。

3.2.3-3 {an} 递增有上界 b1，{bn} 递减有下界 a1。设 a = lim an, b = lim bn。恒有 a ≤ b，故 (a, b)

的每一点都不在某个区间之外，交集非空。

3.2.3-4 设 A ̸= ∅ 有上界。取 a1 不是上界、b1 为上界，不断二分并保留“左端不是上界”的一半。

区间套收缩到 ξ，再由二分选择证明 ξ = supA。
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3.2.3-5 对单调增加有上界数列，取第一区间以首项和上界为端点，以后根据区间中点与数列的比较

不断二分，得到闭区间套。共同点既是上确界，也是数列极限；单调减少情形对称。

3.3.3 练习题 提示

3.3.3-1 从每个邻域取一项并令半径趋于 0，可得到子列；反过来，若子列趋于 a，则任意邻域包含

该子列的无穷多项。

3.3.3-2 若有两个不同极限的子列，数列不可能收敛。反之，有界且不收敛的数列由 Bolzano–
Weierstrass 定理取得两个子列；若它们的极限全相同，则原数列收敛，与假设矛盾。

3.3.3-3 “非无穷大量”给出一个有界子列，其中再取收敛子列。无界性给出使绝对值超过递增指标

的子列，可继续选取为无穷大量。

3.3.3-4 单调增加且有上界，在数列取值上取上确界；它作为凝聚点或极限点存在。由单调性，任何

靠近该点的项都必须收敛到它。

3.4.5 练习题 提示

3.4.5-1 (1) 是。取 n,m > N，则 |xn − xm| ≤ |xn − xN |+ |xm − xN | < 2ε。

(2) 不一定，例如 xn = lnn，但 0 < ln(1 + p/n) < p/n，而数列发散。

(3) 是。先取 p = 1 得 |xn+1 − xn| ≤ 1/n2，所以相邻差的级数收敛，数列为柯西列。

(4) 不一定，例如 xn = lnn：每个固定 p 都有 xn+p − xn → 0，但原数列发散。

3.4.5-2 数列 {xn} 发散，当且仅当存在 ε0 > 0，使得对每个 N，都存在 n,m > N，满足

|xn − xm| ≥ ε0.

也可以用 n 与 n+ p 的等价形式表述。

3.5.3 练习题 提示

3.5.3-1 例如取

O =

{(
0, 1− 1

k

)
: k ≥ 2

}
∪
{(

1

k
, 1

)
: k ≥ 2

}
.

任意有限个子区间都留下未被覆盖的中间一段。

3.5.3-2 反设存在开覆盖没有有限子覆盖。连续二分区间，始终保持“该半区间无有限子覆盖”，得

闭区间套。其共同点被某个覆盖区间包含，当半区间足够小时整段也落入该覆盖区间，矛

盾。

3.5.3-3 若闭区间套交集为空，则移除各区间后得到 (a, b) 的开覆盖。有限覆盖只涉及有限个端点，

会推出某个区间为空或交集非空，矛盾。
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3.5.3-4 假设有界数列无收敛子列。对闭包中的点取其邻域只含有限项，由有限覆盖定理只能覆盖有

限项，与序列有无限项矛盾。

3.5.3-5 可取“A无上界”的例子 A = N；“有上界且上确界不在 A中”的例子 A = {1−1/n : n ∈ N+}，
取 b = 0。两个例子都对应证明中二分后选择的一侧。

3.6.4 练习题 提示

3.6.4-1 (1) 数列只在 0, 1 间取值，故 lim = 0, lim = 1。

(2) sin(nπ/4) 只取有限多个周期值，最大、最小值分别为 1,−1，故上下极限分别为 1,−1。

(3) 偶下标趋于 +∞，奇下标趋于 0，故上极限为 +∞，下极限为 0。

(4) 偶下标趋于 +∞，奇下标趋于 0，同样上极限为 +∞，下极限为 0。

3.6.4-2 取 {xn} 的子列实现上极限，再从其对应的 yn 中取收敛子列；利用 xn ≥ yn 比较极限。下

极限可对相反数使用同一结论。

3.6.4-3 左侧：从实现 x 下极限的子列出发，其前 k 项平均值当 k → ∞ 时不小于该下极限；右侧
由上极限同理。中间两个不等式是下极限不超过上极限。

3.7.3 第一组参考题 提示

3.7.3-1 有界数列的任意子列仍有界，由 Bolzano–Weierstrass 定理必有收敛子列。反过来，若数列
无界，可取绝对值不断增大的子列；再适当稀疏选取，使该子列没有收敛子列，与条件矛

盾。

3.7.3-2 若 xn → a，任何子列都有子子列收敛于 a。反之，若 {xn} 有一个子列保持与 a 的正距离，

则从中再选一个没有子子列收敛于 a 的子列，矛盾。

3.7.3-3 若闭区间上每一点都有一个邻域使函数有界，则这些邻域构成有限覆盖，函数在整个闭区间

上有界，矛盾。开区间没有“类似结论”：例如 1/x 在 (0, 1) 上无界，但每个内点的充分

小邻域上都有界。端点 0 不在定义域内。

3.7.3-4 对任意 x < y，由每点附近的严格单调性，可用有限覆盖把区间 [x, y] 分成有限多段，在每

段上函数严格增加，逐段连接得 f(x) < f(y)。

3.7.3-5 Stolz 定理可写成差分序列与分母差分的加权平均。令

tnk =
pk − pk−1

pn

或相应的差分权重，用上、下极限夹住该加权平均；题 3.6.4-3 正是所需工具。

3.7.3-6 对非负数列，先取分别实现四个上、下极限的子列，再依据乘积的符号和大小比较。关键事

实是：非负极限的相对次序在逐项相乘后保持。最后一行由 xnyn 的上极限不超过各自上

极限之积得到，前面几个不等式同理。
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3.7.3-7 取对数：

1

n
lnxn =

1

n
lnx1 +

1

n

n−1∑
k=1

ln xk+1

xk

.

比值极限为 l，由 Cesàro 命题得平均值趋于 ln l，再取指数。

3.7.3-8 若 an 不收敛于 a，则存在子列始终满足 an ≥ a+ ε 或 an ≤ a− ε。该子列自身的算术平均

也不可能趋于 a，矛盾。

3.7.3-9 反设上极限小于 1− η（η > 0），则从某项后

xn+1 < xn − 1− η

n
xn.

反复估计可推出正数列迅速降为负数，矛盾。取 xn = n ln(n+1) 可验证常数 1 无法再提

高，因此为最佳值。

3.7.3-10 若上极限小于某数 q < e，则对任意 0 < λ < 1 选择足够小的 η 可使 x1+xn+1

xn
< q1/n <

1 + λ/n。递推估计 xn 的增长，会与正数列的存在性矛盾。取 xn = n 时表达式趋于 e，

所以 e 是最佳常数。

3.7.3 第二组参考题 提示

3.7.3-1 若对所有正整数 n 都有 na ≤ b，则数集 {na : n ∈ N+} 有上界 b。设其上确界为 s。由 s− a

不再是上界，存在 Na > s− a，从而 (N + 1)a > s，矛盾。因此某个 n 满足 na > b。

3.7.3-2 令 s = supA。由 A ∪ B = R 和所有 A 中数小于所有 B 中数，可知 s ≤ infB：若 s ∈ A，

则 A 有最大数，且 B 无最小数；若 s ∈ B，则 B 有最小数，且 A 无最大数。

3.7.3-3 取 A 的上确界 ξ。若 ξ ∈ A，取 B 中一列点从上方趋近 ξ；若 ξ ∈ B，取 A 中一列点从下

方趋近 ξ。分隔条件保证对应的点列确实位于另一集合或边界外侧。

3.7.3-4 奇、偶项分别由两步复合映射生成，该映射在区间靠近 2 处是压缩的，因此奇偶子列都收

敛；一步映射关系又迫使二者极限相同。设极限为 L，由根式结构得 L =
√
7−

√
7 + L，

故 L = 2。

3.7.3-5 若 {xn} 不收敛，可取两个有界子列收敛于不同极限。适当构造 {yn} 使其中一个子列在
xn + yn 中占主导，便可破坏题设的逐点上极限可加性质；因此 {xn} 必须收敛。

3.7.3-6 (1) 若记录低点只有有限多个，则从某项以后所有 xn 都大于某个正数，与下极限为 0 矛

盾，故记录低点无限多。(2) 若有正下界 m > 0，而比值上极限小于 1，则从某项起

xn+1/xn ≤ q < 1，推出 xn → 0，与 xn ≥ m 矛盾。

3.7.3-7 由递推关系

xn+1 = −p

q
xn +

1

q
yn.

因为 |p/q| < 1，迭代项构成几何衰减，而收敛的 yn 产生柯西型尾和，故 {xn} 收敛。

275



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 3 章 ∙ 答案与提示

3.7.3-8 设 L 为 {xn} 的任一收敛子列的极限，沿同一子列考察 x2n + 2xn → A，得到 3L = A，即

L = A/3。有界数列的所有子列极限都只能等于 A/3，故原数列收敛于 A/3。

3.7.3-9 序列 n mod 2π 在 [0, 2π) 中稠密，因此正弦值的上极限为 1、下极限为 −1。又正弦函数连

续，稠密性使每个 [−1, 1] 中的值都可作为某个子列的极限，因此极限点集合就是 [−1, 1]。

3.7.3-10 设 c ∈ [l, L]，给定 ε > 0。取子列在 l 与 L 附近，由 xn+1 − xn → 0 可知相邻项之间不能

跳过尺度为 ε 的间隙；在两条子列交替的位置，必可选出落入 Uε(c) 的项。对 ε = 1/k 逐

次抽取并保证下标递增，即得收敛于 c 的子列。
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第 4 章 函数极限：答案与提示

思考题、练习题与参考题

4.1.3 思考题 提示

4.1.3-1 四种叙述都等价。第 (1) 种只需用 ε/2 或 2ε 调整；第 (2) 种用 ε/K；第 (3) 种取 n > [1/ε]；

第 (4) 种取 n 足够大使 1/n < δ。

4.1.3-2 (1) 不能。它要求对任意小 ε 都在同一个去心邻域内成立，只会迫使 f ≡ A。(2) 不能，ε 可

以与 δ 相关，无法表达任意精度。(3) 只是直观语言，不是严格的量词叙述。

4.1.3-3 (1) 存在 ε0 > 0，使得对每个 δ > 0，都存在 x ∈ Oδ(a) \ {a}，满足 |f(x)−A| ≥ ε0。(2) 对
每个实数 A，上述正面叙述都成立。

4.1.3-4 若 B = f(A)，内层极限附近有两种情况；若 f 在 A 处不连续，复合值可能沿不同路径得

到 B、f(A) 或不收敛。因此极限只能出现题中三种可能。

4.1.5 练习题 提示

4.1.5-1 分子有理化： √
1 + x−

√
1− x

x
=

2√
1 + x+

√
1− x

→ 1.

4.1.5-2 约去 x− 1：
(x− 1)(x+ 2)

x(x− 1)(x− 2)
= − x+ 2

x(2− x)
→ −3.

4.1.5-3 x 足够大时 0 < (x+ 1)/(x2 − x) < 2/x → 0。

4.1.5-4 分子在 x = −1 时必须为零，得 a = 4。此时

x3 − 4x2 − x+ 4 = (x+ 1)(x2 − 5x+ 4),

故极限为 10。

4.1.5-5 由 4 + 2a + b = 0 得 b = −4− 2a。分母为 (x − 2)(x + 1)，约分后要求 (a + 4)/3 = 2，故

a = 2, b = −8。

4.2.3 思考题 提示

4.2.3-1 把 x → a+ 改为 x > a 进入邻域的约束，把 x → +∞ 改为 x > M；唯一性、有界性、保号

性、比较、夹逼、Heine 归结和 Cauchy 准则均可按定义或归结为数列相应定理。
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4.2.3-2 (1) 若其中一个极限存在，另一个也必须存在；若二者都不存在，和仍可能收敛，例如 f =

sin(1/x), g = − sin(1/x)。(2) 不能确定。lim f = 0 时可使 fg 收敛；若 lim f ̸= 0，则 fg

收敛会迫使 g 收敛。

4.2.3-3 (1) 分母 sin(1/(x− 2)) 无极限，不能使用商的极限法则。(2) limx→∞ sinx 不存在，不能把

无穷乘积拆成两个有限极限之积。

4.2.3-4 两种方法都要先估计 |(f + g)− (A+B)| ≤ |f −A|+ |g−B|；Heine 方法则对任意 xn → a，

分别应用两个数列极限法则。

4.2.3-5 夹逼定理需要两个有界或同号的控制函数。例如 f(x) = (−1)⌊x⌋x 在 x → +∞ 时 |f(x)| →
∞，却不存在确定的 +∞ 或 −∞。

4.2.3-6 对任意函数极限类型的 Heine 推论，取相应数列并按原推论取子列；用反证法可把“所有数
列”与“所有子列”的收敛性统一起来。

4.2.5 练习题 提示

4.2.5-1 分别用洛必达型估计、对数化、指数增长比较和 lnx/x → 0；四种极限均为 0, 0, 1, 1。

4.2.5-2 分子 ∼ y3/2，分母 ∼ y3/2，故极限为 1。

4.2.5-3 底数为 1− 2
x2+1
，指数趋于 1，故极限为 exp(−2/x2 · 1) → 1。

4.2.5-4 利用 (1 + x)1/n − 1 = x/n
1+O(x)

，极限为 1/n。

4.2.5-5
f(bx)

x
= b · f(bx)

bx
→ bl.

4.2.5-6 分子有理化后可约去 sinx，剩余因子的极限为 1。

4.2.5-7 单调有界函数在无穷远处有有限上确界或下确界；由单调性，该值必为对应极限。

4.2.5-8 由 xn → b 和单调性得 f(x) ≤ A（x < b）。对任意 xk < b，令 x → b− 并用 xn 夹逼，得到

极限 A。

4.2.5-9 取 ε = A− c > 0，由函数极限定义存在 M，使 x > M 时 |f(x)−A| < ε，于是 f(x) > c。

4.3.4 练习题 提示

4.3.4-1 各极限依次为

e−2/π, 1, e−2, 1, −1,
2

π
.

主要使用 arctanx = π
2
− 1

x
+ o(x−1)、ln(1 + t) ∼ t、sinx ∼ x 以及 tt → 1。

4.3.4-2 (1) 正确值为 0；(2) lim
x→+∞

(1 + x)1/x = 1。两题分别说明不能直接把 sinx 当作 1，也不能

278



数学分析习题课讲义 ∙ 上册 第 4 章 ∙ 答案与提示

对非标准 e 型极限盲目使用 (1 + 1/t)t → e。

4.3.4-3 取对数：

n ln
(
1 +

a1/n + b1/n − 2

2

)
→ 1

2
ln(ab),

故原极限为
√
ab。

4.3.4-4 取对数并对 x → 0 使用 ln(1 + t) ∼ t，得到

f(x) → (a1a2 · · · an)1/n.

4.3.4-5
n∏

k=1

cos x

2k
=

sinx

2n sin(x/2n) → sinx

x
.

取 x = π/2 即得 Viète 公式。

4.4.2 思考题 提示

4.4.2-1 10−1010000 与 e−1010 是固定正数，不是无穷小量；x与 sinx是 x → 0时的无穷小量。1010
10000

与 e10
10

是固定有限数，不是无穷大量；对固定正整数 n，xn → 0；ax → 1 (a > 1)。二

者也不是无穷大量。

4.4.2-2 极限依次为

1, 0, 0, 1, 0,

第 (6) 与第 (7) 不存在；第 (8) 为 0。第 (6)、第 (7) 分别由 x sinx 和 1
x

sin 1
x
在无穷远

处及零点附近的振荡说明不存在。

4.4.2-3 (1)、(3)、(4)、(5) 成立；(2)、(6) 一般不成立。例如 O(1) 中的常数 1 不是无穷小量，而

O(x2)/x = O(x)，不能加强为 o(x)。

4.4.4 练习题 提示

4.4.4-1 各无穷小量分别为：

(1) 一阶 x；

(2) 一阶 x− a；

(3) 一阶 x ln a（a ̸= 1）；

(4) a ̸= b 时为二阶 x2 ln(a/b)；a = b 时恒为 0；

(5) 一阶 1− π/2；

(6) 二阶 (x− 1)2。
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4.4.4-2 把恒等式递推 n 次：

f(x) =
n−1∑
k=0

[
f
( x

2k

)
− f

( x

2k+1

)]
+ f

( x

2n

)
.

前 n 项总量为 o(x)(1− 2−n)；最后一项用 limt→0 f(t)/t 的有限性估计，再令 n → ∞。

4.4.4-3 lnx/xε → 0 可由令 t = lnx 得到；xε/ax = eε ln x−x ln a → 0；ax/xx = (a/x)x → 0。连续化

为 x → +∞ 的相应估计即可。

4.4.4-4 各题结果依次为

+∞, −1, 1, − 1

12
,

2

3
, e1/6.

主要展开为 ln(1+t) ∼ t、1−cosx ∼ x2/2、arcsin t = t+O(t3)，以及 au−1 = u ln a+o(u)。

4.5.2 参考题 提示

4.5.2-1 不妨设 f 单调增加。对任意 x ∈ (a, b)，取 xn ∈ (a, x]（或 x ≤ xn）使适当比较成立；由

f(xn) → A 和单调性把 f(x) 夹在两侧，得到 limx→a+ f(x) = A。单调减少情形对称。

4.5.2-2 由 xn ≥ a。若某个子列与 a 始终有正距离，则因 f 严格增加，f(xn) ≥ f(a+ δ) > f(a)，与

f(xn) → f(a) 矛盾。

4.5.2-3 (1) 一般不能只检查单调数列；单调路径可能避开导致极限改变的非单调路径。(2) 逐步逼
近 a 的路径仍可能从不同方向经过函数的不同取值；在未附加连续条件时不能推出原归

结原理。相应推论也应分别用反例或附加条件检验，不能直接沿用。

4.5.2-4 由中值定理，

| sin
√
x+ 1− sin

√
x| ≤ 1

2
√
x
.

故当 x → +∞ 时趋于 0。若进一步展开，主项为 1
2
√
x

cos
√
x；由于余弦会变号并出现零

点，只能断言 O(x−1/2)，不能对全体 x 写成单一的等价量。

4.5.2-5 取对数：
1

x
ln
(

ax − 1

x(a− 1)

)
= ln a− lnx+O(1)

x
→ ln a,

故原极限为 a。

4.5.2-6 (1) 在 x = 0 处比较 f(x)/ sinx 的极限，得到

|a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1.

(2) 相应结论为
|a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1.

对 x → 0+ 除以 x 并取极限即可。

4.5.2-7 使用 sinu = u− u3/6 + o(u3)：

sinnx− n sinx =
n(1− n2)

6
x3 + o(x3),
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故极限为 n(1− n2)/6。

4.5.2-8 固定 x ∈ Q 时，当 m 充分大，m!x 为偶数，内层极限为 1；固定 x /∈ Q 时 | cos(πm!x)| < 1，

内层极限为 0。外层极限正是 Dirichlet 函数。

4.5.2 参考题（续） 提示

4.5.2-9 (1) f(2nx) = f(x) 且 2nx → +∞。由函数在无穷远处的极限存在，令 n → ∞ 得 f(x) =

f(+∞)，故为常值。

(2) 取 anx → +∞ 或 anx → 0+，由相应极限存在同样可使所有值相等。

4.5.2-10 迭代得

f(anx) = bnf(x).

固定 x，选取 n = n(x) 使 anx 落入 0 附近的有界区间，则

|f(x)| = b−n|f(anx)| ≤ Cb−n → 0.

因 b > 1，当 x → 0 时有 n → ∞，故极限为 0。

4.5.2-11 取整数 m 使 2m ≤ a < 2m+1。由 f 单调，f(2mx)/f(x) 与 f(2m+1x)/f(x) 同时趋于 1。把

f(ax)/f(x) 夹在二者之间即可；a < 1 的情形用倒数或反向夹逼处理。

4.5.2-12 把区间 (x, x+ n] 分成 n 个长度为 1 的小区间，利用 f(x+ n)− f(x) =
∑n−1

k=0 [f(x+ k +

1)− f(x+ k)]。令 n 与 x 按适当比例同时增大，并用右端极限控制平均增量，即可得到

两边的共同极限；无穷情形由同一估计给出发散速度。

4.5.2-13 对
f(x)

xn+1
应用上一题的连续型 Stolz 思想，比较区间 [x, x+ 1] 上的增量：

(x+ 1)n+1 − xn+1 = (n+ 1)xn +O(xn−1).

将函数增量除以该分母并令 x → +∞，即得结论。

4.5.2-14 沿 T 的整数倍区间累加：

f(a+ kT )− f(a) =
k−1∑
j=0

[f(a+ (j + 1)T )− f(a+ jT )].

由 g(x+ T ) > g(x) 与 g → +∞，用广义 Stolz 型平均，把区间增量的共同比值 l 传递给

端点的函数值之比。

4.5.2-15 对任意 ε > 0，取 δ > 0，使 0 < |t| < δ 时 |f(t)− f(t/2)| < ε|t|。当 |x| < δ 且取 n 足够

大时，

f(x) =
n∑

k=1

[
f
( x

2k−1

)
− f

( x

2k

)]
+ f

( x

2n

)
,

前一部分绝对值不超过 ε|x|
∑

2−(k−1) < 2ε|x|，末项因 f(t) → 0 可令 n → ∞ 消去，故
f(x) = o(x)。
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第 5 章 连续函数与单调函数：答案与提示

各节练习题与第五章总练习题

5.1-1 (1) 由在 x0 连续，取 ε = 1 得局部有界；(2) 若 f(x0) > 0，取 ε = f(x0)/2 得邻域内

f(x) > f(x0)/2 > 0。

5.1-2 直接按 ε-δ 展开复合函数 f(g(x)) 与 f(x) + g(x) 的估计，利用连续性控制输入误差。

5.1-3 写 uv = ev ln u，用 lnu → ln a、乘积极限及指数连续性。

5.1-4 对数列取对数：yn lnxn → b ln a，再用指数连续性。

5.1-5 由 g(0) = 0 和 g 在 0 连续，g(x) → 0；于是 |f(x)| ≤ c|g(x)| → 0 = f(0)。

5.1-6 (1) 可以。因 f ∈ C[a, b]，令 g = f 于 [a, b]，并在区间 I \ [a, b] 上按所在侧分别取常值 f(a)、

f(b) 即可。(2) 一般不能。只有当下述单侧极限存在且有限时，f(a+)、f(b−) 才能分别充当 a, b 处的

延拓值；例如 sin 1
x−a
在 (a, b) 上连续，却不能在 a 处连续延拓。

5.1-7 左连续：∀ε > 0, ∃δ > 0，x0 − δ < x ≤ x0 ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε；右连续把区间改为

x0 ≤ x < x0 + δ。

5.1-8 例如 f(x) = x− ⌊x⌋。它在每个整数点右极限为 0，故右连续；左极限为 1，故不左连续。若

需要“左连续而不右连续”，取 f(x) = ⌈x⌉ − x。

5.1-9 对 |x| 使用反向三角不等式；对 1/
√
x− 1 用连续函数复合与除法。

5.1-10 (1) x ̸= kπ/2；(2) x ̸= 0。

5.1-11 关键结论：(1) 处处为第二类间断；(2) x = 0 为振荡型第二类间断；(3) x = 0 为可去间断，

补充 0 后连续；(4) 在定义域各连通段的端点 kπ 处有第二类间断；(5) 每个整数点为跃度为 1 的跳

跃间断；(6) 恒等于 −1，无间断点；(7) kπ 为跃度为 2 的跳跃间断；(8) x = 0 为第二类间断，x = 1

为跃度为 1 的跳跃间断；(9) x = 1,−1 都是跃度为 2 的跳跃间断；(10) x = 0 为可去间断，补充 e 后

连续。

5.1-12 c = 1；由 x = 1 两侧连续得 b = −2，故 b = −2, c = 1。

5.1-13 (1) 若 f 连续而 g 间断，则 f + g 必在 x0 间断，否则由 g = (f + g)− f 连续导出矛盾。若

f, g 都间断，f + g 可能连续（取 g = −f），也可能不连续。(2) 若 f 连续、g 间断且 f(x0) ̸= 0，则

fg 必间断；若 f(x0) = 0，fg 仍可能连续（如 f(x) = x，g = D(x)），也可能不连续。两个因子都间

断时更无统一结论。

5.1-14 (1) 是，每个点都落在某个 (−G,G) 内；(2) 能保证 (a, b) 上连续，但不能保证端点连续。

5.1-15 f 连续 ⇒ |f |, f2 连续；|f | 连续 ⇔ f2 连续；|f | 连续不能推出 f 连续（取 f(x) = 1 于有理

数、f(x) = −1 于无理数）。

5.1-16 (1)
√
5；(2) sin 1；(3) 分别为 1、sin 1、0。
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5.2-1 (1) 去掉端点异号或连续性之一即可构造反例；(2) f(x) = 0 恒为零；(3) 取 f(x) = x− 1
3
于

[0, 1]；其零点 1/3 不是任何 m/2n 形式的逐次等分点。

5.2-2 令 h(x) = f(x)−kx。因 f 与 −kx均严格递减，h严格递减，故交点至多一个。当 h(a)h(b) < 0

时恰有一个；若端点值异号条件不成立，则可能无根，因此不能只由 k < 0 断定根数。

5.2-3 以 s(t) 表示前 t 分钟跑过的总路程，令 F (t) = s(t+ 5)− s(t)，0 ≤ t ≤ 25。若每个 F (t) 都

不等于 1，则

F (0) + F (5) + · · ·+ F (25) = s(30)− s(0) = 6

表明这六个数中同时存在大于 1和小于 1的值。由 s及 F 的连续性，介值定理给出某个 t使 F (t) = 1。

5.2-4 考虑 g(x) = f(x+ (b− a)/2)− f(x)，在端点处符号相反，用零点定理。

5.2-5 (1) 在 xk = kπ/n 处符号交替，并在相邻点间用零点定理；(2) 令 F (x) = x17 + 215/(1 +

cos3 3x)− 18。有 F (0) = −15/2 < 0。又当 x → (π/3)− 时，1+ cos3 3x → 0+，从而是 F (x) → +∞。
在 [0, π/3) 上 F 连续，故由零点定理得到实根。

5.2-6 平均值位于 f 在 [a, b] 上的最小值与最大值之间，用介值定理。

5.2-7 因区间连通且 f 连续，值域为连通集；只含有理数的连通集只能是一个点，故 f 为常值函数。

5.2-8 令 F (x) = 2x − 4x。F (0) = 1 > 0, F (1) = −2 < 0，由零点定理得根。

5.2-9 可取 f(x) = sinC(x)，其中 C(x) 为 Conway 十三进制函数。C 在任意非空区间上的值集为

R，所以 f 在每一点间断，却仍具有介值性，并且确实取得最大值 1 和最小值 −1。

5.2-10 常值、闭、开、半开、有界、无界及单点区间都可由连续函数取得，如反三角、指数、对数、

幂函数等。

5.2-11 (1) 因无穷远处趋于 +∞，取足够大的闭区间，区间外函数值更大；在闭区间上取最小值，并
与外部比较；(2) 研究 f(f(x))，利用 f(x0) < x0 及无穷远处增长，在 x0 与外部构造两个最小值点。

5.2-12 由最值定理，f(x) ≥ m > 0，于是∣∣∣∣ 1

f(x)
− 1

f(y)

∣∣∣∣ = |f(x)− f(y)|
f(x)f(y)

≤ |f(x)− f(y)|
m2

.

再用 Cantor 定理。

5.2-13 三项都一致连续：第一项导数有界；第二项在 (0, 1) 可连续延拓到 0；第三项在 [0, 1] 上可连

续延拓，故一致连续。

5.2-14 (1) 不一定，例如 f(x) = sin(1/x) 在 (0, 1) 上连续有界，但不是一致连续；(2) 是，单调有
界连续函数可连续延拓到闭区间。

5.2-15 非常数多项式在 R 上不一致连续；常数多项式一致连续。

5.2-16 对每个 ε > 0，用一致连续取分点，使每个小区间上 osc f < ε。

5.2-17 从 Cantor 定理得到对任意 ε 存在有限个邻域覆盖 [a, b]，每个邻域内函数有界，取有限个界

中的最大值。
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5.2-18 由 f 在 [a, b] 上一致连续，或由 limx→b− f(x) 的 Cauchy 判别，端点附近任意两值之差趋于
零，故左极限存在。

5.2-19 取 δ = ε/L，对任意 |x′ − x′′| < δ 直接由 Lipschitz 不等式得到。

5.2-20 (1) 是；(2) 不一定。f = x, g = x 在 R 上一致连续，但 fg = x2 不一致连续。

5.2-21 取 ε0 = |A|/2，若一致连续则两个相邻点函数值差应趋于零，与极限为 A ̸= 0 矛盾。

5.2-22 (1) f 与 g = ax+b的差趋于 0，故 f 一致连续；(2)同理，f 一致连续；(3)仅从 f(x)−x2 → 0

不能推出 f 一致连续。一般地，若 f − g → 0（x → +∞）且 g 一致连续，则 f 一致连续；若 g 不一

致连续，则 f 可能一致连续，也可能不一致连续。

5.2-23 对给定 ε > 0，取一致连续的 δ；由 {xn}基本，充分大后 |xn−xm| < δ，故 |f(xn)−f(xm)| < ε。

5.3-1 若 f 不严格单调，则存在 x1 < x2 但函数值反向或相等；连续性与介值定理会破坏单射性。故

必须严格单调。

5.3-2 单调函数的值域为区间，反函数的存在性由介值定理；严格单调性给出单射，值域内的值由介

值定理唯一对应。

5.3-3 严格单调减少时：

f([a, b]) = (f(b), f(a)) ∪ {f(a), f(b)}, f((a, b)) ⊆ (f(b), f(a)).

若进一步假定 f 连续，便有 f([a, b]) = [f(b), f(a)]，f((a, b)) = (f(b), f(a))。没有连续性时，开区间

的像可能缺端点之外的值，不能只由单调性写成一个区间。

5.3-4 在相邻不连续点之间取跳跃处的单侧极限；单调性保证这些跳跃区间互不重叠。

5.3-5 单调函数的单侧极限一定存在（广义意义下）。例如

f(x) = arctanx : f(0+) = 0, f(+∞) = π/2;

f(x) = 1/x : f(0+) = +∞, f(+∞) = 0;

f(x) = x : f(0+) = 0, f(+∞) = +∞;

f(x) = x− 1

x
: f(0+) = −∞, f(+∞) = +∞.

这分别给出（有限，有限）、（无穷，有限）、（有限，无穷）、（无穷，无穷）四种组合的代表。

总-1 (1) 迭代 f(x) = f(x/2n)，令 n → ∞，由 0 处连续得 f(x) = f(0)；(2) 迭代 f(x) = f(x2n)，

若 x > 1 得趋于 +∞ 的对应值，若 0 < x < 1 得趋于 0；在 0, 1 的连续性与 x = 1 处匹配，得常数。

总-2 分段函数只可能在 f(x) = ±c 的零点处改变表达式；三部分的边界值相等，故拼接仍连续。几

何上是把图像截断在 [−c, c] 内。

总-3 (1) Dirichlet 函数；(2) f(x) = x2D(x)；(3) 取 f(x) =
∏n

j=1(x− xj)
2D(x)。

总-4 由 xn
n → a, ynn → b 得 xn → a1/n 型的渐近关系；取对数：

n ln(pxn + qyn) → p ln a+ q ln b = ln(apbq),

再用指数连续性。
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总-5 取上确界 sup f([a, b])，由确界逼近取 xn，再用收敛子列和连续性证明最大值达到；最小值同

理。

总-6 令 h(x) = f(x)− x，利用 f([a, b]) ⊂ [a, b] 得 h(a) ≥ 0, h(b) ≤ 0，由介值定理得零点。

总-7 由 f([a, b]) ⊃ [a, b] 可取满足 f(u) ≤ a 与 f(v) ≥ b 的点，对 f(x) − x 在合适子区间使用零点

定理。

总-8 迭代映射 F = f◦n 为恒等映射，故 f 必为双射；连续单射在区间上严格单调。若 f(x) > x 于

某点，由端点条件 f(1) = 1 产生矛盾；反向同理，故 f(x) = x。

总-9 不等式说明 f 为单射且逆映射 Lipschitz；并且 f 在无穷远处绝对值趋于无穷，故值域既无上

界也无下界；连续性给值域为连通区间，故为 R。

总-10 设 M = sup[a,b] f，按 M 的定义取点列逼近，抽收敛子列，由连续性得达到上确界；类似处

理下界。

总-11 最值定理由有限覆盖：若上确界不达到，可取覆盖排除上确界附近的点，再用有限个区间的

一致控制导出矛盾。

总-12 M,m 分别是 [a, x] 上连续函数的最大、最小值。对有界闭区间用最值定理；再用 x → x0 时

区间变化足够小，证明左右极限等于 M(x0),m(x0)。

总-13 若一致连续，则取 δ 使距离小于 δ 时函数差小于 ε；把条件中的差商阈值 A 取为 1/δ 即可。

反向由条件可直接得到一致连续。

总-14 由 Cantor 定理取分割，使每个小区间上函数振幅小于 ε，在相邻分点间用线性插值连接。

总-15 若每个扩展区间上一致连续，则限制到 (a, b) 上也一致连续；端点附近由扩展区间控制。

总-16 (1) 零点存在、值域和最值定理可用延拓 g(b) = B 后使用；有界性也成立。Cantor 定理需函
数在闭区间连续，延拓后可成立；(2) b = +∞ 且 f(x) → B 时，零点定理与有界性仍成立；最值不

一定存在，例如 f(x) = −e−x 有界却没有最大值。Cantor 定理（一致连续）也仍成立。

总-17 设 f 一致连续并不趋于 0，则可取 xn → +∞ 使 |f(xn)| ≥ ε0；由 f(x+ n) → 0 取出靠近 xn

的点，与一致连续矛盾。

总-18 若 f(x) ≥ 0 且 f(0) = f(1) = 0，考虑 h(x) = f(x)− f(x+ α)，在覆盖 [0, 1− α] 的对应点处

符号相反，用零点定理。去掉非负条件后不一定成立。

总-19 利用 f(0) = f(1)，将 f(k/n) 的循环差和为零；若所有相邻差都同号则矛盾，故存在相邻差

异号，再用介值定理。

总-20 (1) 由上半连续定义取 ε = −f(x0)/2；(2) 对每点取局部上界邻域，利用有限覆盖取有限个上
界；(3) 先证有上界，再取上确界 M 与逼近点列，抽收敛子列并用上半连续性证明 M 被达到。
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