
高等代数  第二章第四节

矩阵的运算  习题参考答案

依据习题册《第二章 向量空间与矩阵》第四节整理 · 2026 年 10 月

解法范围：只使用矩阵加法、数乘与乘法、转置、线性方程组的消元与自由未知量、

列向量组的线性相关性以及矩阵的秩。本文不使用维数、基、秩-零化度关系、分块

矩阵、线性映射、特征值或相似标准形。
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记法与基本事实

设 。用  表示矩阵的秩。本文反复使用的事实是：

这里没有引用秩-零化度公式，而是直接采用消元法的计数：在阶梯形矩阵中，未知量分为  个主变量和

 个自由变量。另，矩阵  的每一列都是  的列向量的线性组合；若 ，则  的每一列都

是方程组  的解。矩阵的秩等于其列向量组中极大线性无关部分组所含向量的个数。

A ∈ M ​(K)m,n r(A)

齐次方程组 AX = 0 经消元后有 n − r(A) 个自由未知量.

r(A)

n − r(A) AB B AB = 0 B

AX = 0
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习题四

第 1 题

(1) 逐项计算：

(2) 三个乘积分别是

最后一个乘积直接按矩阵乘法逐项计算：

(3) 直接应用矩阵乘法：

第 2 题
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由转置性质 ，以及 ，

(2) 记

直接乘法得到

于是

又

第 3 题

(1)

AB = ​ ​ ​ ​ ​ , BA =
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​ ​ ​ ​ ​ .
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​ ​ ​ ​ ​ .
4
0
0

4
1
0

4
3
4

S = a + b + c, Q = a +2 b +2 c .2

AB = ​ ​ ​ ​ ​ ,
S

S
3

Q

a + b + ac2 2

S

b + 2ac2

Q
S

BA = ​ ​ ​ ​ ​ .
a + c + ac
a + b + bc

2a + c2

b + ab + c
2b + b2

a + b + bc

a + 2c2

ab + b + c

a + c + ac

AB − BA = ​ ​ ​ ​ ​ .
b − ac

c − bc
3 − 2a − c2

a + b + c − b − ab − c2 2 2

a + ac − 2b2

c − bc

b + 2ac − a − 2c2 2

a + b + c − ab − b − c2 2 2
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(2)

(3)

最后一步使用了如下恒等化形：把乘积的第  项与第  项合并。

(4)

第 4 题

矩阵  的元素为

因此

即  删去第  列，其余各列左移一列，最后一列补零。

同理

即  删去最后一行，其余各行下移一行，第一行补零。

于是  当且仅当

第一组条件使主对角线上方各元全为零；第二组条件使每条与主对角线平行、位于主对角线及其下方的对角
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0,
j < n,
j = n,

AJ 1

(JA) ​ =ij ​J ​a ​ =
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∑
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ik kj ​ ​{a ,i−1,j

0,
i > 1,
i = 1,

JA

AJ = JA

a ​ =1,2 ⋯ = a ​ =1,n 0, a ​ =i−1,j a ​ (1 <i,j+1 i ≤ n,  1 ≤ j < n).
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线元素相等。因此，  当且仅当  具有如下形式：

其中  是任意常数。

第 5 题

只须比较矩阵元素。注意  与  同型，而  的列数可以与其相乘。

(1) 对任意 、 ，

因此 。

(2) 对任意 ，

三式相等，所以

第 6 题

由题中  的定义，  当且仅当 。按矩阵乘法逐项计算：
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由题中  的结构，  当 。于是  的第  行等于  的第  行，故其非零元从第 

列开始；最后一行为零。即

其中未写出的位置均为 。

第 7 题

记  的列向量为

由 ，有

因此  的每一列都是齐次方程组  的解。消去主变量后，该方程组还剩

个自由未知量；每个解都由这些自由未知量的取值唯一确定。因此，任何一组  的解向量中，至多只

能有  个线性无关向量。所以

也就是

第 8 题

由  得

于是  的每一列都是  的解。因为  有  列且 ，消元后没有自由未知量，所以齐次方

程组  只有零解。故

即 。
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JA = ​ ​ ​ ​ ​ ​ ​ ​ .
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Aβ ​ =j 0, j = 1, … , s.

B AX = 0

n − r(A)

AX = 0

n − r(A)

r(B) ≤ n − r(A),

r(A) + r(B) ≤ n.

AB = AC

A(B − C) = 0.

B − C AX = 0 A n r(A) = n

AX = 0

B − C = 0,

B = C
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第 9 题

先求使  非满秩的参数。按第一行展开有

在通常的数域（特征为 ）中，

当  时，令 ，方程  为

第二、三式等价于 ，代入第一式得 。因此

可取

第 10 题

矩阵的秩满足次可加性：

因为  有  列，所以

取其中的非零向量 ，并令  为  矩阵。则 ，且

第 11 题

由 。又  且 ，说明  有非零解，故 。于是

因而  存在非零解。取一个非零解 ，令

A
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2x ​ +1 x ​ +2 x ​ =3 0, ​x ​ −
3
1

1 x ​ =3 0, −x ​ +1 3x ​ =3 0.

x ​ =1 3x ​3 x ​ =2 −7x ​3

{x : Ax = 0} = {t(3, −7, 1) :T t ∈ K}.

B = ​ ​ ​ ​ ​ =
3

−7
1

0
0
0

0
0
0

 0, AB = 0.

r(A + B) ≤ r(A) + r(B) < ​ +
2
n

​ =
2
n

n.

A + B n

齐次方程组 (A + B)X = 0 有非零解.

v C = (v, 0, … , 0) n × s C = 0

(A + B)C = 0.

r(AB) ≤ r(A) AC = 0 C = 0 AX = 0 r(A) < n

r(AB) < n.

(AB)X = 0 v
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即  的第一列为 ，其余各列为零。显然 ，并且

第 12 题

分别记三个齐次方程组

的解集为 。经消元后，它们分别有

因此任意一组彼此线性无关的解向量，至多分别有  个。 由交换性 ：

若 ，则 ，所以 ；

若 ，则 ，所以 。

矩阵  的解集恰为 。记它消元后的自由未知量个数为 ，即 。

D = (v, 0, … , 0),

D v D = 0

ABD = 0.

AX = 0, BX = 0, (AB)X = 0

U ,V ,W

p = n − r(A), q = n − r(B), s = n − r(AB).

p, q, s AB = BA

x ∈ U ABx = BAx = 0 U ⊂ W

x ∈ V ABx = A0 = 0 V ⊂ W

C U ∩ V t t = n − r(C)
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现在取  的  个线性无关解向量 ，其中再补入任一个新的解都会破坏线性无关性。再把它们

分别补成  和  中含向量数最多且线性无关的解向量组：

把  与  的这些解向量合在一起，去掉重复的  后，至多有

个线性无关向量。又这些向量全属于 ，而  中任意一组线性无关解向量至多含  个向量，所以

因此

代入 ，得到

化简即

第 13 题

构造一个  矩阵 ，以  为各行：

因  线性无关， 。因此齐次线性方程组

消元后恰有  个自由未知量。取这些自由未知量依次取单位值时得到的  个解，记为 

；它们线性无关。

令  以  为各行。因为这  个向量线性无关，

又  满足 ，即

U ∩ V t γ ​, … , γ ​1 t

U V

γ ​, … , γ ​,α ​, … ,α ​1 t 1 p−t

γ ​, … , γ ​,β ​, … ,β ​.1 t 1 q−t

U V γ ​j

p + q − t

W W s

p + q − t ≤ s.

t ≥ p + q − s.

p, q, s, t

n − r(C) ≥ 2n − r(A) − r(B) − (n − r(AB)),

r(A) + r(B) ≥ r(C) + r(AB).

s × n H η ​, … , η ​1
T

s
T

H = ​ ​ .

η1
T

⋮
ηs
T

η ​, … , η ​1 s r(H) = s

HZ = 0

n − s n − s w ​, … ,w1 n−s

L w ​, … ,w ​1
T

n−s
T n − s

r(L) = n − s.

w ​j Hw ​ =j 0
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所以

齐次方程组  消元后有

个自由未知量。线性无关的  全是它的解；若还有一个解不能由它们线性表示，就会得到  个

线性无关解，矛盾。因此  的任意解都是  的线性组合。

第 14 题

置

由  线性无关可知

也线性无关。以  为各行构造  矩阵 。由于 ，齐次方程组  消元后有 

个自由未知量；取对应的  个线性无关解 ，并以它们为行构造矩阵 。则 ，

且

而  是  的  个线性无关解，且该方程组消元后也只有  个自由未知量，所以

再置

考察非齐次线性方程组

首先，

所以  都是解。

η ​w ​ =i
T

j 0,

Lη ​ =i 0, i = 1, … , s.

LX = 0

n − r(L) = s

η ​, … , η ​1 s s + 1

LX = 0 η ​, … , η ​1 s

δ ​ =i γ ​ −i γ ​, i =0 1, … , s.

γ ​, γ ​, … , γ ​0 1 s

δ ​, … , δ ​1 s

δ ​, … , δ ​1
T

s
T s × n H r(H) = s HZ = 0 n − s

n − s w ​, … ,w ​1 n−s L r(L) = n − s

Lδ ​ =i 0, i = 1, … , s.

δ ​, … , δ ​1 s LY = 0 s s

LY = 0 ⟺ Y = c ​δ ​ +1 1 ⋯ + c ​δ ​.s s

b = Lγ ​.0

LX = b.

Lγ ​ =0 b, Lγ ​ =i Lγ ​ +0 Lδ ​ =i b.

γ ​, γ ​, … , γ ​0 1 s
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其次，若  是该方程组的任一解，则

于是存在 ，使得

因此  可被  线性表示，所得非齐次方程组满足题设两条要求。

第 15 题

记

题设中  是  的  个线性无关解，且该方程组恰有  个自由未知量；而

是  的  个线性无关解，且该方程组恰有  个自由未知量。

先证明向量组

线性无关。若

令  ，则  。如果  ，它便是   的非零解；而   的任意解都可由

 线性表示，所以

这与  线性无关矛盾。因此 ，所有 。所以  线性无关。

再说明这个向量组恰好张成了所有形如  且满足  的向量。若  是  的任一解，则

前  个满足 ，故

X

L(X − γ ​) =0 0,

c ​, … , c ​ ∈1 s K

X − γ ​ =0 c ​(γ ​ −1 1 γ ​) +0 ⋯ + c ​(γ ​ −s s γ ​).0

X γ ​, γ ​, … , γ ​0 1 s

k = s − r(B), l = s − r(AB).

η ​, … , η ​1 k BX = 0 k k

η ​, … , η ​, η ​, … , η ​1 k k+1 l

(AB)X = 0 l l

Bη ​, … ,Bη ​k+1 l

​c ​Bη ​ =
i=k+1

∑
l

i i 0,

v = ​ c ​η ​∑i=k+1
l

i i Bv = 0 v = 0 BX = 0 BX = 0

η ​, … , η ​1 k

v = ​d ​η ​.
i=1

∑
k

i i

η ​, … , η ​1 l v = 0 c ​ =i 0 Bη ​, … ,Bη ​k+1 l

Bv A(Bv) = 0 v (AB)X = 0

v = c ​η +1 1 ⋯ + c ​η ​.l l

k Bη ​ =i 0
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因此

现在利用这一结果证明命题 4.6：

上面表明，在所有“既属于  的列空间、又满足 ”的向量中，极大线性无关部分组恰有 

 个向量。但这些向量都是  的解，而  消元后只有  个自由未知量，故

移项即得

第 16 题

因为 ，齐次方程组  只有零解。于是对任意系数 ，

因此  的任意线性关系都与  的同一线性关系一一对应。

因此，若  是  的列向量组

的一个极大线性无关部分组，则

线性无关；而  中任意一列  都可由这些  线性表示。

故  的列向量组

的一个极大线性无关部分组可取为

Bv = ​c ​Bη ​.
i=k+1

∑
l

i i

​ ​

r(Bη ​, … ,Bη ​)k+1 l = (s − r(AB)) − (s − r(B))

= r(B) − r(AB).

​ r(AB) ≥ r(A) + r(B) − n. 

B AY = 0 r(B) −

r(AB) AY = 0 AY = 0 n − r(A)

r(B) − r(AB) ≤ n − r(A).

r(AB) ≥ r(A) + r(B) − n.

r(A) = n AX = 0 c ​, … , c ​1 s

​c ​Aβ ​ =
j=1

∑
s

j j 0 ⟺ A ​c ​β ​ =(
j=1

∑
s

j j) 0 ⟺ ​c ​β ​ =
j=1

∑
s

j j 0.

Aβ ​, … ,Aβj ​1 j ​s β ​, … ,β ​j ​1 j ​s

β ​, … ,β ​i ​1 i ​r
B

β ​, … ,β ​1 s

γ ​ =i ​1 Aβ ​, … , γ ​ =i ​1 i ​r Aβ ​i ​r

γ ​, … , γ ​1 s γ ​ =j Aβ ​j γ ​i ​ℓ

C = AB

γ ​, γ ​, … , γ ​1 2 s

​γ ​, γ ​, … , γ ​.i ​1 i ​2 i ​r
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