
第二章 向量空间与矩阵

第四节 矩阵的运算

习题四

1. 进行下列矩阵运算：

(1)

5


3 −2 −1

2 0 1

−1 1 2

0 1 0

−


−1 −1 −1

1 1 1

0 0 0

2 2 2

− 1

2


1 2 1

0 0 2

1 −1 −1

0 0 0

 .

(2) 
−1 3 2

4 −1 0

0 2 −1

1 −1 1




1

2

−1

 ,


i −i

1 2 + i

0 −1

2− i i


 i

−i

 ;


−3 1 0 2 1

−1 0 1 −1 1

0 2 0 1 −1

−1 1 0 −2 1





−1 2 1

0 1 2

1 −1 1

2 0 1

1 −1 −1


;



1 −1 0 0 0

2 −1 0 0 0

0 0 3 1 2

0 0 −1 2 1

0 0 1 −1 0





−1 0 0 0 0

2 −1 0 0 0

0 0 1 1 1

0 0 −1 2 0

0 0 1 −1 1


.
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(3) 
λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3



a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

 ;


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34



λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0 λ3 0

0 0 0 λ4

 .

2. 设

(1)

A =


3 1 1

2 1 2

1 2 3

 , B =


1 1 −1

2 −1 0

1 0 1

 ;

(2)

A =


a b c

c b a

1 1 1

 , B =


1 a c

1 b b

1 c a

 .

计算 AB, AB − BA, (AB)′, A′B′．

3. 计算：

(1)

(2 3 − 1)


1

−1

−1

 ;

(2) 
1

−1

−1

 (2 3 − 1);

(3)

(x y 1)


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



x

y

1

 ;
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(4)

(x1 x2 · · · xn)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...

an1 an2 · · · ann




y1

y2
...

yn

 .

4. 给定数域 K 上两个 n× n 矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...

an1 an2 · · · ann

 , J =



0 0 · · · 0 0

1 0 · · · 0 0

0 1
. . . 0 0

... . . . . . . ...

0 0 · · · 1 0


.

试计算 AJ 及 JA，并判断在什么情况下 AJ = JA．

5. 设 A,B ∈ Mm,n(K)，C ∈ Mn,s(K)，k 为数域 K 上一个数．证明：

(1) (A+B)C = AC +BC；

(2) k(AC) = (kA)C = A(kC)．

6. 给定数域 K 上两个 n× n 矩阵

A =



0 · · · 0 a1k · · · a1n
... . . . a2,k+1 · · · a2n
... . . . . . . ...

0 · · · 0 an−k+1,n

... . . . 0

0 · · · 0


n×n

,

J =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . ...

... . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 0 1

0 · · · · · · 0 0


n×n

.

试计算 JA．
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7. 设 A ∈ Mm,n(K)，B ∈ Mn,s(K)．如果 AB = 0，证明

r(A) + r(B) ≤ n.

8. 设 A ∈ Mm,n(K) 且 r(A) = n．又设 B,C 为数域 K 上 n × s 矩阵，且 AB = AC．

证明 B = C．

9. 给定数域 K 上的 3× 3 矩阵

A =


2 1 1

k 0 −1

−1 0 3

 ,

问 k 取 K 内何值时，可找到数域 K 上的 3× 3 矩阵 B，B ̸= 0，且 AB = 0，并具

体求出一个这样的 3× 3 矩阵 B．

10. 设 A,B 是数域 K 上的两个 m × n 矩阵．如果 r(A) < n
2
，r(B) < n

2
．证明存在 K

上 n× s 矩阵 C，C ̸= 0，使 (A+B)C = 0．

11. 设 A,B 是数域 K 上两个 n × n 矩阵．已知存在 K 上非零的 n × n 矩阵 C，使

AC = 0．证明存在 K 上非零的 n× n 矩阵 D，使 ABD = 0．

12. 设 A,B 是数域 K 上两个 n× n 矩阵且 AB = BA．又设 C 是将 A,B 的行向量依

次排列所得的 2n× n 矩阵，即

C =

A
B

 .

证明

r(A) + r(B) ≥ r(C) + r(AB).

（注：上式中的 AB 表示 A 与 B 的乘积．）

13. 给定数域 K 上 n 维向量空间 Kn 内一个线性无关向量组 η1, η2, · · · , ηs．证明存在
K 上一个齐次线性方程组以此向量组为一个基础解系．

14. 给定数域 K 上 n 维向量空间 Kn 内一个线性无关向量组 γ0, γ1, · · · , γs．证明存在
K 上一个非齐次线性方程组满足如下条件：

(1) γ0, γ1, · · · , γs 均为此非齐次线性方程组的解向量；

(2) 该方程组的任意解向量 γ 均能被 γ0, γ1, · · · , γs 线性表示．
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15. 给定数域 K 上 m× n 矩阵 A，n× s 矩阵 B．设齐次线性方程组 BX = 0 有一个

基础解系 η1, η2, · · · , ηk．将它扩充为齐次线性方程组 (AB)X = 0 的一个基础解系

η1, · · · , ηk, ηk+1, · · · , ηl．证明：向量组 Bηk+1, · · · , Bηl 的秩 = r(B) − r(AB)．利用

这个结果给出命题 4.6 的另一证明．

16. 设 A,B 分别是数域 K 上 m× n 矩阵和 n× s 矩阵，令 AB = C．若 r(A) = n．又

设 B 的列向量组 β1, β2, · · · , βs 的一个极大线性无关部分组是 βi1 , βi2 , · · · , βir．试求

C 的列向量组 γ1, γ2, · · · , γs 的一个极大线性无关部分组．

5


