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高等代数典型问题与方法 第三章 线性方程组

第三章
线性方程组

线性方程组具有广泛应用，科学技术和工程中的大量问题往往归结为求解线性方程组. 特别是计

算机的迅速发展，使得求解含有成千上万个未知量的线性方程组成为可能，而这依赖于建立了统一

的、程序化的求解线性方程组的有效算法. 线性方程组是线性代数的理论基础，是研究线性代数其他

内容的有力工具，在线性代数中占有重要地位
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

3.1 向量组的线性相关性

基本理论与要点提示

3.1.1 向量组线性相关的若干结论

(1) 向量组 α1, α2, · · · , αm(m ⩾ 2) 线性相关的充分必要条件是 α1, α2, · · · , αm 中至少有一个向量可

由其余 m− 1 个向量线性表示；

(2) 若向量组 α1, α2, · · · , αm 线性无关，而向量组 β,α1,α2, · · · ,αm 线性相关，则 β 可由

α1, α2, · · · , αm 线性表示，且表示式是唯一的；

(3) 对于 m 个 n 维向量 α1, α2, · · · , αm ∈ Kn ，若 m>n，则这 m 个向量必线性相关；

(4) 若 α1, α2, · · · , αr 线性相关，则 α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αm 也线性相关；(可简述为: 相关组增加

个数仍相关.)

(5)若 r维向量组线性无关，则将它的每个向量添加 n-r个分量所成的 n维向量组也线性无关.(可

简述为: 无关组扩充分量仍无关.)

3.1.2 极大无关组的性质

(1) 向量组的任一极大无关组与向量组本身等价；

(2) 向量组的任意两个极大无关组所含向量的个数相同；

(3) 对于向量组 A: α1, α2, · · · , αr 与向量组 B : β1,β2, · · · ,βs ，若向量组 A 线性无关，且向量组

A 可由向量组 B 线性表示，则 r ⩽ s ;

(4) 等价的线性无关组所含向量的个数相同；

(5) 等价的向量组具有相同的秩；

(6) 设向量组 A 的秩为 r1 ，向量组 B 的秩为 r2 ，若向量组 A 可由向量组 B 表示，则 r1 ≤ r2

(7) 向量组线性无关的充分必要条件是它所含向量的个数等于它的秩

3.1.3 向量组的秩与矩阵的秩的关系

(1) 矩阵的秩，与其行向量组的秩 (即行秩)，列向量组的秩 (即列秩)，此三秩相等；

(2) 对一个矩阵施行初等行 (列) 变换，不改变该矩阵的列 (行) 向量之间的线性关系；

(3) 若矩阵 A 经有限次初等行 (列) 变换变成矩阵 B，则 A 的行 (列) 向量组与 B 的行 (列) 向量

组等价.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

3.1.4 求向量组的秩与极大无关组

对于具体给出的向量组 α1, α2, · · · , αm , 求秩与极大无关组的通常做法是:

先以 α1, α2, · · · , αm 作为列向量构造矩阵 A, 再利用初等行变换将 A 化为行阶梯矩阵 T，则 T

的主元 (即每个非零行的首非零元) 的个数 r 就是向量组的秩. 若 T 的主元的列下标为 j1, j2, · · · , jr ,

则 αj1 , αj2 , · · · , αjr 就是向量组的一个极大无关组

典型问题解析

例 3.1 (数学— 1⃝,2014年)设 α1, α2, α3 均为 3维向量，则对任意常数 k,l,向量组 α1+kα3, α2+ lα3

线性无关是向量组 α1,α2,α3 线性无关的 ().

(C) 充分必要条件 (D) 既非充分也非必要条件

解 应选 (A). 事实上，设 λ1 (α1 + kα3) + λ2 (α2 + lα3) = 0 , 则

λ1α1 + λ2α2 + (kλ1 + lλ2)α3 = 0.

若 α1,α2,α3 线性无关，则 λ1 = 0, λ2 = 0 所以 α1 + kα3,α2 + lα3 线性无关.

反之, 若 α1 + kα3,α2 + lα3 线性无关，则不一定有 α1,α2,α3 线性无关. 例如，设

α1 = (1, 0, 0), α2 = (0, 1, 0), α3 = (0, 0, 0).

显然, 对任意常数 k,l, 向量组 α1 + kα3, α2 + lα3 线性无关，但 α1, α2, α3 线性相关.

因此，α1 + kα3,α2 + lα3 线性无关是 α1, α2, α3 线性无关的必要条件但非充分条件

例 3.2 设 α1, α2, · · · , αs 均为 n 维列向量，A 是 m×n 矩阵，下列选项正确的是 ( ).

(A) 若 α1, α2, · · · , αs 线性相关，则 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性相关

(B) 若 α1, α2, · · · , αs 线性相关，则 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性无关

(C) 若 α1, α2, · · · , αs 线性无关，则 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性相关

(D) 若 α1, α2, · · · , αs 线性无关，则 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性无关

解 应选 (A). 事实上，由 α1, α2, · · · , αs 线性相关，存在不全为零的数 k1, k2, · · · , ks 使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0.

两边左乘 A, 得 k1Aα1 + k2Aα2 + · · ·+ ksAαs = 0 ，所以 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性相关. 这也表明

选项 (B) 不正确.

当 α1, α2, · · · , αs 线性无关时，若取 A 为单位矩阵，则 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性无关，说明选项

(C) 不正确; 若取 A 为零矩阵，则 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性相关，说明选项 (D) 不正确.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

例 3.3 (清华大学,2006年)设 α1, α2, · · · , αs 是一组线性无关的向量.问 α1+α2, α2+ α3, · · · , αs−1+

αs, αs + α1 是否线性无关？请证明之

解 设 k1, k2, · · · , ks 是一组数，满足条件

k1(α1 + α2) + k2(α2 + α3) + · · ·+ ks(αs + α1) = 0,

则有

(ks + k1)α1 + (k1 + k2)α2 + · · ·+ (ks−1 + ks)αs = 0.

据题设 α1, α2, · · · , αs 线性无关，于是有



k1 +ks = 0,

k1 + k2 = 0,

· · · · · · · · · · · ·

ks−1 + ks = 0.

( 1⃝)

1⃝ 指全国硕士研究生统一招生考试题，下同.

这是关于 k1, k2, · · · , ks 的齐次线性方程组，其系数行列式为 s 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 1

1 1 0 · · · 0 0

0 1 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + (−1)n+1 =

2, 若s为奇数,

0, 若s为偶数.

若 s为奇数，则 D = 2 ̸= 0，故方程组 1⃝只有零解，即 k1, k2, · · · , ks 全为零. 此时向量组 α1+α2, α2+

α3, · · · , αs−1 + αs, αs + α1 线性无关.

若 s为偶数，则 D = 0，故方程组 1⃝有非零解.此时向量组 α1+α2, α2+α3, · · · , αs−1+αs αs+α1

线性相关.
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例 3.4 (华东师范大学,2001 年) 设 β1 = α1 + α2,β2 = α2 + α3, · · · ,βn−1 = αn−1 + αn,βn =

αn +α1 . 试证:

(1) 当 n 为偶数时，β1,β2, · · · ,βn 线性相关；

(2) 当 n 为奇数时，β1,β2, · · · ,βn 线性无关 ⇔ α1, α2, · · · , αn 线性无关.

证 （1）当 n 为偶数时，由于

(α1 + α2)− (α2 + α3) + · · ·+ (αn−1 + αn)− (αn + α1) = 0,

即 β1 − β2 + · · ·+ βn−1 − βn = 0 , 所以 β1,β2, · · · ,βn 线性相关.

(2) 当 n 为奇数时，详见上一例的解答.

例 3.5 (哈尔滨工业大学,2006 年) 设向量 β1 = 4α1 + α2 + α3 + α4,β2 = α1 + 4α2 + α3 + α4

β3 = α1 +α2 +4α3 +α4,β4 = α1 +α2 +α3 +4α4 . 证明: 向量组 β1,β2,β3,β4 线性无关的充分必

要条件是向量组 α1, α2, α3, α4 线性无关.

证 所述向量之间的关系式可用形式矩阵等式表示为

(β1,β2,β3,β4) = (α1,α2,α3,α4)A,

其中矩阵 A 为

A =


4 1 1 1

1 4 1 1

1 1 4 1

1 1 1 4

 .

易知 detA = 189 ̸= 0 ，所以 A 是可逆矩阵，从而有

(α1,α2,α3,α4) = (β1,β2,β3,β4)A
−1.

这就表明，向量组 α1, α2, α3, α4 与向量组 β1,β2,β3,β4 等价. 于是，向量组 β1,β2,β3,β4 线性无关

的充分必要条件是向量组 α1, α2, α3, α4 线性无关.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

例 3.6 设向量组 α1, α2, · · · , αm 线性无关，向量组 β,α1, · · · ,αm(β ̸= 0) 线性相关，证明:

β,α1,α2, · · · ,αm 中有且仅有一个向量 αi(1 ⩽ i ⩽ m) 可由其前面的向量线性表示.

证 先证 αααi 的存在性. 因为向量组 {β,α1,α2, · · · ,αm} 线性相关，所以存在一组不全

为零的数 k, k1, · · · , km ，使

kβ + k1α1 + · · ·+ kmαm = 0. ( 1⃝)

设在 1⃝式中依从右到左的顺序第一个不为零的数为 ki ，则 ki ̸= ki 因为如若不然，有 k1 = k2 = · · · =

km = 0 ，这时 1⃝式成为 kβ = 0 ，此与 k ̸= 0, β ̸= 0 矛盾. 于是 1⃝式成为

kβ + k1α1 + · · ·+ kiαi = 0 (1 ⩽ i ⩽ m). ( 2⃝)

因为 ki ̸= 0 ，所以 2⃝式可变为

αi = − 1

ki
(kβ + k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1) ,

即 αi 可由其前面的向量 β, α1, · · · , αi−1 线性表示.

再证 αi 的唯一性 (用反证法). 假设 β,α1,α2, · · · ,αm 中有两个不同的向量 αi, αj(i < j) 可分

别由其前面的向量线性表示:

αi = kβ + k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1,

αj = lβ + l1α1 + · · ·+ lj−1αj−1.
( 3⃝)

4⃝

因为 α1, α2, · · · , αm 线性无关，所以 k ̸= 0. 由 3⃝式有

β = −1

k
(k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1) +

1

k
αi.

将上式代入 4⃝式，则有

αj =
1

k
[(kl1 − lk1)α1 + · · ·+ (kli−1 − lki−1)αi−1 + (kli + l)αi] + li+1αi+1 + · · ·+ lj−1αj−1,

这表明 α1, α2, · · · , αj 线性相关，从而 α1, · · · , αj , · · · , αm 线性相关，此与题设条件矛盾，故假设不

成立. 唯一性得证.
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例 3.7 (北京大学，2010 年) 设向量组 α1, α2, · · · , αs 线性无关, 并且可由向量组 β1 β2, · · · ,βt 线性

表示. 证明: 必存在某个向量 βj(j = 1, 2, · · · , t) 使得向量组 βj , α2, · · · , αs 线性无关

证 取 β1,β2, · · · ,βt 的一个极大无关组 βj1
,βj2

, · · · ,βjr
, 则向量组 α1, α2, · · · , αs 可由

βj1
,βj2

, · · · ,βjr
线性表示. 因为 α1, α2, · · · , αs 线性无关，所以 s ⩽ r , 且 α2, α3, · · · , αs 线性无关.

假设对任意 βji
(i = 1, 2, · · · , r) , 向量组 βj1

,α2, · · · ,αs 线性相关，则 βji 可由 α2, · · · , αs 线性

表示，所以向量组 βj1
,βj2

, · · · ,βjr
可由 α2, · · · , αs 线性表示. 因此这两个向量组等价，从而

rank(βj1
,βj2

, · · · ,βjr
) = rank(α2,α3, · · · ,αs)

于是有 r = s− 1 , 矛盾. 故存在某个 βji
(i = 1, 2, · · · , r) 使得向量组 βj1

,α2, · · · ,αs 线性无关.

例 3.8 (武汉大学,2006年)设 A = (α1,α2, · · · ,αr)是 n×r矩阵，B = (β1,β2, · · · ,βs)是 n× s矩

阵，rank(A) = r, rank(B) = s.证明:若 r+s > n ,则必存在非零向量 ξ ,使得 ξ 既可由 α1, α2, · · · , αr

线性表示，又可由 β1,β2, · · · ,βs 线性表示.

证 考虑向量组 α1, α2, · · · , αr, β1, β2, · · · , βs , 因为向量的个数 r+ s 大于向量的维数 n, 所以必线性

相关，故存在不全为零的数 k1, k2, · · · , kr, λ1, λ2, · · · , λs , 使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr + λ1β1 + λ2β2 + · · ·+ λsβs = 0.

令 ξ = k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr = −λ1β1 − λ2β2 − · · · − λsβs ，下证 ξ ̸= 0 若不然，则

k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr = 0,

λ1β1 + λ2β2 + · · ·+ λsβs = 0.

因为 rank(A) = r, rank(B) = s , 所以 α1, α2 · · · , αr 线性无关，β1,β2, · · · ,βs 线性无关. 于是有

k1 = k2 = · · · = kr = 0 , 且 λ1 = λ2 = · · · = λs = 0 , 这和 k1, k2, · · · , kr, λ1, λ2, · · · , λs 不全为零矛盾.

故 ξ ̸= 0

因此存在非零向量 ξξξ 使得 ξ 既可由 α1, α2, · · · , αr 线性表示，又可由 β1,β2, · · · ,βs 线性表示.
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例 3.9 (天津大学,2004 年) 设 An×m = (α1,α2, · · · ,αm) ,Bn×m = (β1,β2, · · · ,βm) , 其中

α1, α2, · · · , αm 线性无关，则 β1,β2, · · · ,βm 线性无关的充分必要条件是 ().

(A) 向量组 α1, α2, · · · , αm 可由向量组 β1,β2, · · · ,βm 线性表示

(B) 向量组 β1,β2, · · · ,βm 可由向量组 α1, α2, · · · , αm 线性表示

(C) 向量组 α1, α2, · · · , αm 与向量组 β1,β2, · · · ,βm 等价

(D) 矩阵 A 与矩阵 B 等价

解 应选 (D). 因为 α1, α2, · · · , αm 线性无关 ⇔ rank (α1, α2, · · · , αm) = rankA = m. , 所以

β1,β2, · · · ,βm线性无关⇔ rank(β1,β2, · · · ,βm) = m

⇔ rankB = rankA = m

⇔矩阵A与B等价.

另一方面，(A)(B)(C) 均不是 β1,β2, · · · ,βm 线性无关的必要条件. 例如:

α1 = (1, 0, 0, 0)⊤, α2 = (0, 1, 0, 0)⊤,

β1 = (0, 0, 1, 0)T, β2 = (0, 0, 0, 1)T,

则 α1,α2 线性无关，且 β1,β2 线性无关，但 (A)(B)(C) 均不成立.

例 3.10 已知 n 维向量组

(I) : α1, α2, · · · , αs, (II) : β1, β2, · · · , βt,

且 rank(α1,α2, · · · ,αs) = rank(β1,β2, · · · ,βt) = r , 则 ( ).

(A) 当 s = r 时, 向量组 (I) 与 (II) 等价

(B) 当 s = t = r 时, 向量组 (I) 与 (II) 等价

(C) 当 rank(α1,α2, · · · ,αs,β1,β2, · · · ,βt) = r 时, 向量组 (I) 与 (II) 等价

(D) 当 rank (α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt) = 2r 时, 向量组 (I) 与 (II) 等价

解 应选 (C). 记向量组 (III) α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt

分别取 (I) 和 (II) 的一个极大无关组 (I0) : αi1 , αi2 , · · · , αir 与 (Π0) : βj1 , βj2 , · · · , βjr 则向量组

(I) 与 ( I 0) 等价，向量组 (II) 与 (II0) 等价.

如果 rank(III) = r , 那么向量组 ( I 0) 与 (II0) 都是 (III) 的一个极大无关组. 这表明向量组 ( I 0)

与 (II0) 等价. 因此，向量组 (I) 与 (II) 等价.

另一方面，考虑向量组

α1 = (1, 0, 0, 0)T, α2 = (0, 1, 0, 0)T,
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β1 = (0, 0, 1, 0)T, β2 = (0, 0, 0, 1)T

则 rank(α1,α2) = rank(β1,β2) = 2, rank(α1,α2,β1,β2) = 4. 均不成立.

例 3.11 (重庆大学,2006年)设向量组 α1, α2, · · · , αm 线性无关，向量 β1 可由 α1 α2, · · · , αm 线性表

示，而向量 β2 不能由 α1, α2, · · · , αm 线性表示.证明:对于任意常数 l，向量组 α1, α2, · · · , αm, lβ1+β2

总线性无关.

证 设有数 k1, k2, · · · , km, k ，使

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm + k (lβ1 + β2) = 0,

则必有 k = 0 因若 k ̸= 0 ，则由上式知 β2 可由 α1, α2, · · · , αm, β1 线性表示，但依题设 β1 可由

α1, α2, · · · , αm 线性表示，从而 β2 可由 α1, α2, · · · , αm 线性表示，与已知条件矛盾，故 k = 0 从而有

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0.

又 α1, α2, · · · , αm 线性无关，故 k1 = k2 = · · · = km = 0 因此 α1, α2, · · · , αm, lβ1 + β2 线性无关.

例 3.12 设 α1, α2, · · · , αs, β 为 s+1 个 n 维向量 (s>1), 且 β = α1 + α2 + · · · + αs . 证明: 向量组

β −α1,β −α2, · · · ,β −αs 线性无关的充分必要条件是 α1, α2, · · · , αs 线性无关.

证 因为 β − αi 可用 α1, α2, · · · , αs 线性表示，i = 1, 2, · · · , s , 用矩阵表示即

(β −α1,β −α2, · · · ,β −αs) = (α1,α2, · · · ,αs)


0 1 · · · 1

1 0
. . . ...

... . . . . . . 1

1 · · · 1 0


= (α1,α2, · · · ,αs)P ,

易知 det P = (s− 1)(−1)s−1 ̸= 0 , 所以 β − α1,β − α2, · · · ,β − αs 线性无关 ⇔ α1,α2, · · · ,αs 线

性无关.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

例 3.13 (数学三,1999 年) 设向量 β 可由向量组 α1, α2, · · · , αm 线性表示，但不能由向量组 (I):

α1, α2, · · · , αm−1 线性表示，记向量组 (II): α1, α2, · · · , αm−1, β , 则 ()

(A) αm 不能由 (I) 线性表示，也不能由 (II) 线性表示

(B) αm 不能由 (I) 线性表示，但可由 (II) 线性表示

(C) αm 可由 (I) 线性表示，也可由 (II) 线性表示

(D) αm 可由 (I) 线性表示，但不可由 (II) 线性表示

解 应选 (B). 事实上, 据题设有 β = k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm , 这里 km ̸= 0 , 否则 β 可由向量组

(I) 线性表示，与题设矛盾. 所以有

αm = −
m−1∑
i=1

ki
km

αi +
1

km
β,

即 αm 可由向量组 (II) 线性表示. 故可排除 (A)(D).

另一方面，如果 αm 可由 (I) 线性表示, 设为 αm =
∑m−1

i=1 liαi ，那么

β =

m−1∑
i=1

kiαi + kmαm =

m−1∑
i=1

(ki + kmli)αi,

即 β 可由 (I) 线性表示，与题设矛盾，故可排除 (C). 因此 (B) 是唯一正确选项

例 3.14 (南开大学,2012 年) 设向量组 α1, α2, · · · , αm 线性无关，而 α2, α3, · · · , αm+1 线性相关. 证

明 α1 不能由 α2, α3, · · · , αm+ 线性表示.

证 因为 α1, α2, · · · , αm 线性无关，所以 α2, α3, · · · , αm 也线性无关. 又 α2, α3, · · · , αm+1 线性相关，

因此 αm+1 可由 α2, α3, · · · , αm 线性表示，设为

αm+1 = k2α2 + k3α3 + · · ·+ kmαm. ( 1⃝)

假设 α1 可由 α2, · · · , αm, αm+1 线性表示，令

α1 = λ2α2 + · · ·+ λmαm + λm+1αm+1,

则由 1⃝式得

α1 = λ2α2 + · · ·+ λmαm + λm+1 (k2α2 + · · ·+ kmαm)

= (λm+1k2 + λ2)α2 + · · ·+ (λm+1km + λm)αm,

这表明 α1, α2, · · · , αm 线性相关，矛盾. 所以 ααα1 不能由 α2, α3, · · · , αm+1 线性表示.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

例 3.15 (武汉大学,2014 年) 设向量组 β1,β2, · · · ,βs 可由向量组 α1, α2, · · · , αs, αs+1 表示为

βi = αi + tiαs+1 (i = 1, 2, · · · , s). ( 1⃝)

已知向量 αs+1 ̸= 0 试证明: 如果对任意一组实数 t1, t2, · · · , ts 向量组 β1,β2, · · · ,βs 线性无关，那么

α1, · · · , αs, αs+1 必线性无关.

证 用反证法. 假设 α1, · · · , αs, αs+1 线性相关，则有不全为零的数 k1, · · · , ks, ks+1 使

k1α1 + · · ·+ ksαs + ks+1αs+1 = 0.

据 αs+1 ̸= 0 易知 k1, · · · , ks 不全为零. 记 Y = (k1, · · · , ks, ks+1)
T , 将 1⃝式用矩阵形式表示为

(β1,β2, · · · ,βs) = (α1, · · · ,αs,αs+1)T , ( 2⃝)

其中 T 为 (s+ 1)× s 矩阵，即

T =



1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1

t1 t2 · · · ts


.

考虑含有 s 个未知数的方程组 TX=Y, 对其增广矩阵施行初等行变换，有

(T ,Y ) −→


Es∗

0ks+1 −
s∑

i=1

kiti

 .

可见，只需取一组 t1, t2, · · · , ts , 使得
∑s

i=1 kiti = ks+1 , 从而 rank(T, Y ) = rankT = s , 故 TX = Y

有解，设这个解为 X0 = (c1, c2, · · · , cs)T , 即 TX0 = Y , 且 X0 ̸= 0 对 2⃝式两边右乘 X0 , 得

s∑
i=1

ciβi =

s+1∑
i=1

kiαi = 0,

即存在一组 t1, t2, · · · , ts ,使 β1,β2, · · · ,βs 线性相关，与题设矛盾.因此，α1, · · · , αs, αs+1 线性无关.

【注 1】注意到 k1, k2, · · · , ks 不全为零，不妨设 kl ̸= 0 (1 ⩽ l ⩽ s) , 令

ti =


0, i ̸= l,

ks+1

kl
, i = l,

对于这一组 t1, t2, · · · , ts 有
∑s

i=1 kiβi =
∑s+1

i=1 kiαi = 0 ，也导致矛盾.

【注 2】本题的逆命题 “若 α1, · · · , αs, αs+1 线性无关，则 β1,β2, · · · ,βs 线性无关.” 也正确. 请读

者给出其证明.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

例 3.16 (哈尔滨工业大学,2005 年) 设 α1, α2, · · · , αr 是一组线性无关的向量，βi =
∑r

j=1 kijαj , i =

1, 2, · · · , r. 证明: β1,β2, · · · ,βr 线性相关的充分必要条件是矩阵


k11 k12 · · · k1r

k21 k22 · · · k2r
...

...
...

kr1 kr2 · · · krr


不可逆.

证 记

K =


k11 k12 · · · k1r

k21 k22 · · · k2r
...

...
...

kr1 kr2 · · · krr

 , x =


x1

x2

...

xr

 ,

则向量组 β1,β2, · · · ,βr 线性无关 ⇔
∑r

i=1 xiβi = 0 只有零解 ⇔
∑r

j=1 (
∑r

i=1 kijxi)αj = 0 只有零

解 ⇔ 方程组 KTx = 0 只有零解 (因 α1, α2, · · · , αr 线性无关) ⇔ K 是非奇异的.

因此，向量组 β1,β2, · · · ,βr 线性相关的充分必要条件是矩阵 K 不可逆

注 更一般地，有 rank {β1,β2, · · · ,βr} = rankK. 参见第 5 章例 5.22 及其附注

例 3.17 设 α1, α2, · · · , αn 是 Kn 的一个基，αn+1 = k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn , 其中 k1, k2, · · · kn
全不为零. 证明 α1, α2, · · · , αn, αn+1 中的任意 n 个向量都构成 Kn 的一个基.

证 只需证 α1, α2, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αn, αn+1 线性无关即可. 因为

|A| def
= |α1, · · · ,αi−1,αi+1, · · · ,αn,αn+1|

=

∣∣∣∣∣α1, · · · ,αi−1,αi+1, · · · ,αn,
n∑

l=1

klαl

∣∣∣∣∣
cn−kj×cj

= |α1, · · · ,αi−1,αi+1, · · · ,αn, kiαi|

= ki |α1, · · · ,αi−1,αi+1, · · · ,αn,αi| ̸= 0,

所以 α1, α2, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αn, αn+1 线性无关.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

例 3.18 设 α1, α2, · · · , αn 是 Kn 中的向量组，试证明下述命题相互等价:

(1) 向量组 α1, α2, · · · , αn 线性无关；

(2) Kn 中的任一向量都可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示；

(3) Kn 中的自然基向量 ε1, ε2, · · · , εn 可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示.

证 采用循环证法: (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1)

(1)⇒(2) 因为 dim(Kn) = n , 且 α1, α2, · · · , αn 线性无关，所以 α1, α2, · · · , αn 是 Kn 的一个基,

故 Kn 中的任一向量都可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示.

(2)⇒(3) 显然.

(3)⇒(1) (方法 1) 用反证法. 假设 α1, α2, · · · , αn 线性相关，则其中至少有一个向量，不妨设为

ααα1 ，可由其余向量 α2, α3, · · · , αn 线性表示. 由于 ε1, ε2, · · · , εn 可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示，因而

可由 α2, α3, · · · , αn 注意到向量组 ε1, ε2, · · · , εn 线性无关, 得 n ⩽ n − 1 , 矛盾. 因此 α1, α2, · · · , αn

线性无关.

(方法 2) 因为 ε1, ε2, · · · , εn 可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示，所以 n = rank {ε1, ε2, · · · , εn} ⩽
rank {α1, α2, · · · , αn} ⩽ n , 由此得 rank {α1, α2, · · · , αn} = n , 因此 α1, α2, · · · , αn 线性无关.

例 3.19 已知向量组 (I): α1, α2, α3; (II) : α1, α2, α3, α4; (II) : α1, α2, α3, α5 设各向量组的秩分别为

rank(I) = rank(II) = 3, rank(III) = 4. 证明: 向量组 {α1, α2 α3, α5 − α4 的秩为 4.

证 因为 rank(I) = rank(II) = 3 ，所以 α1, α2, α3 线性无关，而 α1, α2, α3, α4 线性相关，故 α4 可

由 α1, α2, α3 唯一地线性表示，即存在数 λ1, λ2, λ3 ，使

α4 = λ1α1 + λ2α2 + λ3α3. ( 1⃝)

设有数 k1, k2, k3, k4 ，使得

k1α1 + k2α2 + k3α3 + k4(α5 −α4) = 0.

将 1⃝式代入上式并整理，得

(k1 − λ1k4)α1 + (k2 − λ2k4)α2 + (k3 − λ3k4)α3 + k4α5 = 0.

由 rank(III)= 4 知，α1, α2, α3, α5 线性无关，所以



k1 − λ1k4 = 0,

k2 − λ2k4 = 0,

k3 − λ3k4 = 0,

k4 = 0.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

解得 k1 = k2 = k3 = k4 = 0 故 α1, α2, α3, α5 − α4 线性无关，即其秩为 4.

例 3.20 (数学二,2000 年) 已知向量组 β1 =


0

1

−1

 ,β2 =


a

2

1

 ,β3 =


b

1

0

 与向量组 α1 =


1

2

−3

 ,α2 =


3

0

1

 ,α3 =


9

6

−7

 具有相同的秩，且 β3 可由 α1, α2, α3 线性表示，求 a,b 的值.

解 易知，α1,α2 线性无关，α3 = 3α1 + 2α2 ，所以向量组 α1, α2, α3 的秩为 2, 且 α1,α2 是它的一

个极大无关组.

(方法 1) 由于向量组 β1,β2,β3 与 α1,α2,α3 具有相同的秩，故 β1,β2,β3 线性相关，从而行列

式

|β1,β2,β3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b

1 2 1

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(a− 3b) = 0, 解得a = 3b.

又 β3 可由 α1, α2, α3 线性表示，从而可由 α1,α2 线性表示, 故 α1, α2, β3 线性相关. 于是，有

|α1,α2,β3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 b

2 0 1

−3 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2b− 10 = 0, 解得b = 5.

于是得 a=15，b = 5

(方法 2) 因 β3 可由 α1, α2, α3 线性表示，故线性方程组 x1α1 + x2α2 + x3α3 = β3 即


1 3 9

2 0 6

−3 1 −7



x1

x2

x3

 =


b

1

0


有解. 对其增广矩阵 (α1,α2,α3,β3) 施行初等行变换，有


1 3 9

...b

2 0 6
...1

−3 1 −7
...0

 −−→



1 3 9
... b

0 1 2
... 2b−1

6

...

0 0 0
... 3
10

− 2b−1
6


,

由非齐次线性方程组有解的条件知 3b
10

− 2b−1
6

= 0 ，解得 b = 5

又由题设知，向量组 β1,β2,β3 的秩也是 2，则行列式
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

|β1,β2,β3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a 5

1 2 1

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 15− a = 0

例 3.21 设 b ̸= 0 , 讨论向量组

α1 = (1, a11, a12, · · · , a1n),

α2 = (b, 1, a22, · · · , a2n),

α3 = (b2, b, 1, a33, · · · , a3n),

· · ·

αn+1 = (bn, bn−1, bn−2, · · · , 1).

的线性相关性

解 考虑以 α1, α2, α3, · · · , αn+1 为行向量的 n+1 阶方阵的行列式

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a11 a12 · · · a1n

b 1 a22 · · · a2n

b2 b 1 · · · a3n
...

...
...

...

bn bn−1 bn−2 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

易知，Dn+1 =
∏n

k=1(1 − bakk) . 所以，当 1 − bakk ̸= 0 即 akk ̸= 1
b
(k = 1, 2, · · · , n) 时，Dn+1 ̸= 0 ,

向量组 α1, α2, α3, · · · , αn+1 线性无关; 否则，向量组 α1, α2, α3, · · · , αn+1 线性相关.

例 3.22 (东南大学,2005 年) 已知向量组 α1, α2, · · · , αs 线性无关. 问: 当参数 t1, t2 满足什么条件时，

向量组 β1 = t1α1 + t2α2,β2 = t1α2 + t2α3, · · · ,βs−1 = t1αs−1 + t2αs 是线性无关的？

解 显然，如果 t1 = 0 且 t2 = 0 , 那么 β1,β2, · · · ,βs−1 都是零向量，当然线性相关.

下设 t1 ̸= 0 或 t2 ̸= 0 向量组 α1, α2, · · · , αs 与向量组 β1,β2, · · · ,βs−1 之间有如下关系式

(
β1,β2, · · · ,βs−1

)
= (α1,α2, · · · ,αs)T ,

其中,T 为如下 s×(s-1) 矩阵

T =



t1 0 · · · 0

t2 t1
. . . ...

0 t2
. . . 0

... . . . . . . t1

0 · · · 0 t2


.
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高等代数典型问题与方法 3.1 向量组的线性相关性

注意到矩阵 T 的前 s-1 行和后 s-1 行构成的子式分别为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1 0 · · · 0

t2 t1
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · t2 t1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ts−1

1 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t2 t1 · · · 0

0 t2
. . . ...

... . . . . . . t1

0 · · · 0 t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ts−1

2 ,

所以，当 t1 ̸= 0 或 t2 ̸= 0 时,rank T=s-1. 设 x1β1 + x2β2 + · · ·+ xs−1βs−1 = 0 , 则

(α1,α2, · · · ,αs)Tx =
(
β1,β2, · · · ,βs−1

)
x = 0,

其中 x = (x1, x2, · · · , xs−1)
T
因为 α1, α2, · · · , αs 线性无关，所以 Tx = 0 , 从而 x = 0 于是 β1 ¬

β2, · · · ,βs−1 线性无关.

例 3.23 (北京航空航天大学,2004 年) 设向量组 {α1, α2, · · · , αm} , {β1, β2, · · · , βm} {γ1, γ2, · · · , γm}

的秩分别为 s1, s2, s3 , 其中 γi = αi − βi, i = 1, 2, · · · ,m. 证明: s1 ⩽ s2 + s3, s2 ⩽ s1+ s3, s3 ⩽ s1 + s2

证 因为 γi = αi − βi (i = 1, 2, · · · ,m)，所以向量组 {γ1, γ2, · · · , γm} 可由向量组 {α1, α2, · · · , αm,

β1, β2, · · · , βm} 线性表示，故

s3 = rank {γ1, γ2, · · · , γn} ⩽ rank {α1, α2, · · · , αn, β1, β2, · · · , βn}

⩽ rank {α1, α2, · · · , αn}+ rank {β1, β2, · · · , βn}

= s1 + s2.

同理，由 αi = βi + γi 可证 s1 ⩽ s2 + s3 ，由 βi = αi − γi 可证 s2 ⩽ s1 + s3

例 3.24 (武汉大学，2011 年) 已知 m 个向量 α1, α2, · · · , αm 线性相关，但其中任意 m-1 个向量都

线性无关. 证明:

(1) 若 k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0 , 则系数 k1, k2, · · · , km 或者全为零，或者全不为零；

(2) 若 a1α1 + a2α2 + · · ·+ amαm = 0 , 且 b1α1 + b2α2 + · · ·+ bmαm = 0 , 其中 b1 ̸= 0 , 则

a1
b1

=
a2
b2

= · · · = am
bm

证 （1）若 ki ̸= 0(1 ⩽ i ⩽ m) , 则结论成立; 若存在某个 ki = 0 , 则

k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1 + ki+1αi+1 + · · ·+ kmαm = 0.

因为 α1, α2, · · · , αm 中任意 m-1 个向量都线性无关，所以 k1 = · · · = ki−1 = ki+1 = · · · = km = 0.

(2) 据题设 b1 ̸= 0 , 则由 (1) 知 bi ̸= 0(2 ⩽ i ⩽ m) . 如果 a1 = 0 , 那么 ai = 0(2 ⩽ i ⩽ m) , 结论成

立. 设 a1 ̸= 0 , 则由题设两个等式可得
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(b1a2 − a1b2)α2 + (b1a3 − a1b3)α3 + · · ·+ (b1am − a1bm)αm = 0.

因为 α2, α3, · · · , αm 线性无关，所以

b1a2 − a1b2 = 0, b1a3 − a1b3 = 0, · · · , b1am − a1bm = 0,

即得 a1

b1
= a2

b2
= · · · = am

bm

例 3.25 (南京航空航天大学，2016 年) 设有向量组

α1 =


1

1

a

 ,α2 =


−2

a

4

 ,α3 =


−2

a

a

 ; (II) : β1 =


1

1

a

 ,β2 =


1

a

1

 ,β3 =


a

1

1

 .

(1) 求 a 的值, 使得向量组 (I) 线性相关；

(2) 求 a 的值, 使得向量组 (I) 不能由向量组 (II) 线性表示；

(3) 在题 (1) 和 (2) 同时成立的情况下, 将向量 γ = (1,−2,−5)T 用 β1,β2,α3 线性表示.

解 （1）令 A = (α1,α2,α3) , 则行列式 detA = 0 ⇔ 向量组 (I) 线性相关. 易知

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −2

1 a a

a 4 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ 2)(a− 4).

令 detA=0,解得 a=-2 或 a = 4,

(2) 令 B = (β1,β2,β3) , 由于向量组 (I) 不能由 (II) 线性表示，所以向量组 (II) 线性相关. 因若不

然，则任 −αi 可由向量组 (II) 线性表示, 矛盾. 因此，detB=0. 易知

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 a

1 a 1

a 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(a− 1)2(a+ 2).

令 detB=0,解得a=-2 或 a=1.

当 a=1 时，α3 = (−2, 1, 1)T,β1 = β2 = β3 = (1, 1, 1)T 显然，α3 不能由 β1,β2,β3 线性表 示 ,

所以 a=1 符合题意.

当 a=-2 时, 把 (B,A) 化为简化行阶梯矩阵，有
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(B,A) =


1 1 −2

... 1 −2 −2

1 −2 1
... 1 −2 −2

−2 1 1
... −2 4 −2

→


1 0 −1

... 1 −2 0

0 1 −1
... 0 0 0

0 0 0
... 0 0 1

 .

由此可见，,α3 不能由 β1,β2,β3 线性表示，所以 a = −2 也符合题意.

(3) 若 (1) 和 (2) 同时成立, 则 a = −2 此时，把 (β1,β2,α3,γ) 化为简化行阶梯矩阵，有

(β1,β2,α3,γ) =


1 1 −2

... 1

1 −2 −2
... −2

−2 1 −2
... −5

→



1 0 0
...

0 1 0
...

0 0 1
...

0 0 1
...1


.

注意到初等行变换不改变列向量之间的线性关系，所以有 γ = 2β1 + β2 + α3
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3.2 Cramer 法则的应用

基本理论与要点提示

Cramer 法则如果数域 K 上的含有 n 个未知量 n 个方程的线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

的系数行列式 D ̸= 0 , 那么此方程组有唯一解
(
D1

D
, D2

D
, · · · , Dn

D

)
, 其中 Dj 是把 D 中第 j 列的元素换

成方程组的常数项 b1, b2, · · · , bn 而成的行列式 (j = 1, 2, · · · , n) , 即

Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n

a21 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

特别地，当 bi = 0 (i = 1, 2, · · · , n) 时，如果系数行列式 D ̸= 0 , 那么方程组只有零解；反之，如果

方程组有非零解，那么必有 D = 0

典型问题解析

例 3.26 (华中科技大学,2005 年) 解线性方程组


x1 + ax2 + a2x3 = a3,

x1 + bx2 + b2x3 = b3,

x1 + cx2 + c2x3 = c3,

其中 a, b, c 是互不相等的常数.

解 利用 Cramer 法则求解. 因为系数行列式
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D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (c− b)(c− a)(b− a) ̸= 0,

所以方程组有唯一解. 又

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 a a2

b3 b b2

c3 c c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = abcD,

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a3 a2

1 b3 b2

1 c3 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(ab+ ac+ bc)D,

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

1 b b3

1 c c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)D,

故

x1 =
D1

D
= abc, x2 =

D2

D
= −ab− ac− bc, x3 =

D3

D
= a+ b+ c.

注 本例的一般情形及其解法详见第 1 章例 1.120.

例 3.27 (浙江大学,2010 年) 设 f(x) 是复系数一元多项式, 对任意整数 n 有 f(n) 仍是整数. 证明 f(x)

的系数都是有理数. 举例说明存在不是整系数的多项式满足对任意整数 n 有 f(n) 仍是整数.

解 设复系数一元多项式

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ amxm(am ̸= 0)

取 xk = k(k = 0, 1, · · · ,m) , 代入上式, 得



a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ amxm

0 = f(x0),

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ amxm

1 = f(x1),

· · · · · · · · · · · ·

a0 + a1xm + a2x
2
m + · · ·+ amxm

m = f(xm).

( 1⃝)

这是关于 m+1 个未知量 a0, a1, · · · , am 的非齐次线性方程组，其系数行列式
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D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 · · · xm

0

1 x1 x2
1 · · · xm

1

...
...

...
...

1 xm x2
m · · · xm

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
0⩽j<i⩽m

(xi − xj) =

m∏
k=1

k! ̸= 0.

根据 Cramer 法则, 线性方程组 1⃝有唯一解 ai =
Di

D
(i = 0, 1, · · · ,m) , 其中

Di =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 · · · xi−1
0 f(x0) xi+1

0 · · · xm
0

1 x1 · · · xi−1
1 f(x1) xi+1

1 · · · xm
1

...
...

...
...

...
...

1 xm · · · xi−1
m f(xm) xi+1

m · · · xm
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

因为 Di 的元素均为整数, 所以 Di 为整数，从而 ai 为有理数.

例如 f(x) = 1 + 1
2
x+ 1

2
x2 的系数不是整数，显然满足对任意整数 n 有 f(n) 仍是整数.

例 3.28 (武汉大学，1994 年) 试利用线性方程组理论证明: 一元 n 次多项式不能有多于 n 个互异的

根

证 采用反证法. 假定存在一个 n 次多项式

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n(an ̸= 0)

有 n+1 个互异的根 x0, x1, · · · , xn 当 i ̸= j 时 xi ̸= xj ，那么



a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ anx

n
0 = 0,

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ anx

n
1 = 0,

· · · · · · · · · · · ·

a0 + a1xn + a2x
2
2 + · · ·+ anx

n
n = 0.

( 1⃝)

这可以视为关于 n+1 个未知量 a0, a1, · · · , an 的齐次线性方程组，其系数行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 · · · xn

0

1 x1 x2
1 · · · xn

1

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
0⩽j<i⩽n

(xi − xj) ̸= 0.

根据 Cramer 法则，齐次线性方程组 1⃝只有零解，从而 an = 0 ，与已知矛盾.
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例 3.29 (南开大学,2010 年) 证明: 如果一个球面的球心 (x0, y0, z0) 至少有一个坐标是无理数，那么

该球面上任意不在同一平面的四点中至多三个点的坐标都是有理数

证 用反证法. 设球面的方程为

(x− x0)
2
+ (y − y0)

2
+ (z − z0)

2
= ρ2

假设此球面上存在四点 Mi(xi, yi, zi), i = 1, 2, 3, 4 , 不在同一平面上但它们的坐标都是有理数. 代入上

式并相减，得

(x2 − x1)

(
x0 −

x2 + x1

2

)
+ (y2 − y1)

(
y0 −

y2 + y1
2

)
+ (z2 − z1)

(
z0 −

z2 + z1
2

)
= 0,

(x3 − x1)

(
x0 −

x3 + x1

2

)
+ (y3 − y1)

(
y0 −

y3 + y1
2

)
+ (z3 − z1)

(
z0 −

z3 + z1
2

)
= 0,

(x4 − x1)

(
x0 −

x4 + x1

2

)
+ (y4 − y1)

(
y0 −

y4 + y1
2

)
+ (z4 − z1)

(
z0 −

z4 + z1
2

)
= 0,

即


(x2 − x1)x0 + (y2 − y1) y0 + (z2 − z1) z0 = D1,

(x3 − x1)x0 + (y3 − y1) y0 + (z3 − z1) z0 = D2,

(x4 − x1)x0 + (y4 − y1) y0 + (z4 − z1) z0 = D3,

其中


D1 =

1

2

(
x2
2 + y22 + z22 − x2

1 − y21 − z21
)
,

D2 =
1

2

(
x2
3 + y23 + z23 − x2

1 − y21 − z21
)
,

D3 =
1

2

(
x2
4 + y24 + z24 − x2

1 − y21 − z21
)
.

这就说明，球心的坐标 (x0, y0, z0) 是非齐次线性方程组


(x2 − x1)x+ (y2 − y1) y + (z2 − z1) z = D1,

(x3 − x1)x+ (y3 − y1) y + (z3 − z1) z = D2,

(x4 − x1)x+ (y4 − y1) y + (z4 − z1) z = D3

( 1⃝)

的一个解. 因为 M1,M2,M3,M4 四点不在同一平面上，所以方程组 1⃝的系数行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0,

根据 Cramer 法则，方程组 1⃝有唯一解，即 (x0, y0, z0) . 又方程组 1⃝的系数均为有理数，所以解向量

(x0, y0, z0) ∈ Q3 ，此与题设条件矛盾. 因此结论成立.
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3.3 齐次线性方程组

基本理论与要点提示

数域 K 上的含有 n 个未知量 m 个方程的齐次线性方程组 Ax = 0 , 也记为
∑n

j=1 xjαj = 0 , 其

中 α1, α2, · · · , αn 为系数矩阵 A 的列向量.

3.3.1 解空间与基础解系

(1) 齐次方程组 Ax = 0 的所有解的集合 S 构成 Kn 的一个子空间，称为该方程组的解空间. 非零

解空间 S 的一个基称为该方程组的基础解系；

(2) 齐次方程组 Ax = 0 的解空间 S 的维数 dim S=n-rank A.

3.3.2 齐次方程组有非零解的条件及通解

齐次方程组 Ax = 0 有非零解的充分必要条件是 rank A<n. 此时它的通解为

x = k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ kn−rξn−r,

其中 r = rankA, k1, k2, · · · , kn−r ∈ K 为任意常数，ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 为方程组的一个基础解系.

3.3.3 求齐次方程组基础解系的方法

利用 Gauss 消元法求解齐次方程组 Ax = 0 的一般原理: 设系数矩阵 A 的秩 rankA = r , 用初等

行变换将 A 化成简化行阶梯矩阵 T, 不妨设 T 的 r 个主元位于 T 的前 r 列，即

T =



1 0 · · · 0 b1,r+1 · · · b1n

0 1 · · · 0 b2,r+1 · · · b2n
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 br,r+1 · · · bm

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


n

分别取自由未知量 (xr+1, xr+2, · · · , xn) 为下列 n-r 个单位向量:
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
x

r+1

x
r+2

...

x
n

 =


1

0
...

0

 ,


0

1
...

0

 , · · · ,


0

0
...

1

 ,

相应地，即可求得方程组 Ax=0 的一个基础解系为

ξξξ1 =



−b1,r+1

−b2,r+1

...

−br,r+1

1

0
...

0



, ξξξ2 =



−b1,r+2

−b2,r+2

...

−br,r+2

0

1
...

0



, · · · , ξξξn−r =



−b1n

−b2n
...

−bm

0

0
...

1



.

典型问题解析

例 3.30 设 A 是 m×n 矩阵，B 是 n×m 矩阵，则线性方程组 (AB)x = 0

(A) 当 n>m 时仅有零解

(B) 当 n>m 时必有非零解 (C) 当 m>n 时仅有零解

(D) 当 m>n 时必有非零解

解 这里，未知数向量 x 是 m 维的. 因为 rank(AB) ⩽ rankA ⩽ min {m,n} ，所以当 m>n 时

rank(AB) < m ，方程组 (AB)x = 0 有非零解. 故应选 (D).
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例 3.31 (数学一,2003 年) 设有齐次线性方程组 Ax = 0 和 Bx = 0 , 其中 A,B 均为 m×n 矩阵，现

有 4 个命题:

1⃝若 Ax=0 的解均是 Bx = 0 的解，则 rankA ⩾ rankB

2⃝若 rankA ⩾ rankB , 则 Ax = 0 的解均是 Bx = 0 的解；

3⃝若 Ax = 0 与 Bx = 0 同解，则 rankA = rankB

4⃝若 rankA = rankB , 则 Ax = 0 与 Bx = 0 同解.

以上命题中正确的是 ( ).

(A) 1⃝ 2⃝

(B) 1⃝ 3⃝

(C) 2⃝ 4⃝

(D) 3⃝ 4⃝

解 本题可先找出一个正确项，以缩小选择范围.

若齐次方程组 Ax = 0与 Bx = 0同解，则它们的解空间相同，所以 n− rankA = n− rankB ,即

rank A = rank B. 因此命题 3⃝成立，故可排除选项 (A)(C) . 反之，当 rank A = rankB 时，不

能推出 Ax = 0 与 Bx = 0 同解. 例如:

1 2

0 0

x1

x2

 =

0

0

 ,

2 1

0 0

x1

x2

 =

0

0

 ,

虽然 rankA = rankB = 1 , 但 Ax = 0 与 Bx = 0 显然不同解，所以命题 4⃝不正确，由此又可排除

选项 (D). 故应选 (B).

例 3.32 求 λ 的值，使齐次线性方程组


(λ+ 3)x1 + x2 + 2x3 = 0,

λx1 + (λ− 1)x2 + x3 = 0,

3 (λ+ 1)x1 + λx2 + (λ+ 3)x3 = 0

有非零解，并求出其一般解

解 易知，方程组的系数行列式为

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 3 1 2

λ λ− 1 1

3λ+ 3 λ λ+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2(λ− 1).

所以，当 λ = 0 或 λ=1 时齐次方程组有非零解

进一步，当 λ = 0 时，对方程组的系数矩阵施行初等行变换，得
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
1 0 1

0 1 −1

0 0 0

 .

此时，方程组的一般解为 x = k(−1, 1, 1)

当 λ=1 时，系数矩阵可化为


1 0 1

0 1 −2

0 0 0

 .

于是，可求得方程组的一般解为 x = k(−1, 2, 1) ，其中 k 为任意常数

例 3.33 (南开大学,2005 年) 设齐次线性方程组



x2 + ax3 + bx4 = 0,

−x1 + cx3 + dx4 = 0,

ax1 + cx2 − ex4 = 0,

bx1 + dx2 − ex3 = 0

的一般解以 x3, x4 为自由未知量.

(1) 求 a, b, c, d, e 满足的条件；

(2) 求齐次线性方程组的基础解系.

解 （1）对方程组的系数矩阵施行初等行变换，得


0 1 a b

−1 0 c d

a c 0 −e

b d −e 0

 −−→


1 0 −c −d

0 1 a b

0 0 bc− ad− e 0

0 0 0 ad− bc− e

 ,

显然，欲使方程组的一般解以 x3, x4 为自由未知量，必需

bc− ad− e = 0,

ad− bc− e = 0,
亦即

ad = bc,

e = 0.

，

(2) 当 a, b, c, d, e 满足 (1) 的条件时, 根据上述初等变换结果可得方程组的基础解系为

ξ1 = (c,−a, 1, 0)T, ξ2 = (d,−b, 0, 1)T.
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例 3.34 (中国科学院,2005 年) 设四元齐次线性方程组 (I) 为

x1 + x3 = 0,

x2 − x4 = 0.

又已知某齐次线性方

程组 (II) 的通解为 k1(0, 1, 1, 0) + k2(−1, 2, 2, 1)

(1) 求线性方程组 (I) 的基础解系；

(2) 问线性方程组 (I) 和 (II) 是否有非零公共解？若有，则求出所有的非零公共解，若没有，则

说明理由.

解 （1）由已知，方程组 (I) 的系数矩阵为

1 0 1 0

0 1 0 −1

 .

故 ( extup{I}) 的基础解系可取为 (1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 1)

(2) 有非零公共解.

将方程组 (II) 的通解代入方程组 (I)，则有

−k2 + k1 + 2k2 = 0,

k1 + 2k2 − k2 = 0.

解得 k1 = −k2 当 k1 = −k2 ̸= 0 时，则向量

k1(0, 1, 1, 0) + k2(−1, 2, 2, 1) = k2[(0,−1,−1, 0) + (−1, 2, 2, 1)]

满足方程组 (I)(显然是 (II) 的解). 因此 (I) 与 (II) 有非零公共解，所有非零公共解是 k(−1, 1, 1, 1) 9

其中 k 是不为零的任意常数

例 3.35 (西安电子科技大学,2005 年) 设四元齐次线性方程组 (I) 为

 2x1 + 3x2 − x3 = 0,

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0.

已知另一四元齐次线性方程组 (II) 的基础解系为

α1 = (2,−1, a+ 2, 1)T, α2 = (−1, 2, 4, a+ 8)T.

(1) 求方程组 (I) 的一个基础解系；

(2)问当 a为何值时,方程组 (I)与 (II)有非零公共解？在有非零公共解时，求出全部非零公共解

解 (1) 由已知，方程组 (I) 的系数矩阵为

2 3 −1 0

1 2 1 −1

 ，可用初等行变换化为
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1 0 −5 3

0 1 3 −2

 ，故 (I) 的基础解系可取为

β1 = (5,−3, 1, 0)T, β2 = (−3, 2, 0, 1)T.

(2) 显然, 方程组 (I) 与 (II) 有非零公共解等价于 k1β1 + k2β2 = k3α1 + k4α2 , 且 k1, k2 不同时为零.

这又归结为关于 k1, k2, k3, k4 的齐次线性方程组

k1β1 + k2β2 − k3α1 − k4α2 = 0

有非零解，且 k1, k2 不同时为零.

对 (III) 的系数矩阵施行初等行变换，有

A =


5 −3 −2 1

−3 2 1 −2

1 0 −a− 2 −4

0 1 −1 −a− 8

 −−→


1 0 −a− 2 −4

0 1 −1 −a− 8

0 0 a+ 1 −(a+ 1)

0 0 0 a+ 1

 ,

可见，当 a ̸= −1 时，rankA = 4 , 方程组 (III) 仅有零解；当 a=-1 时，rankA=2, 方程组 (III) 有非

零解. 易知，其通解为

(k1, k2, k3, k4) = c1η1 + c2η2,

其中 c1, c2 取任意常数，而

η1 = (1, 1, 1, 0), η2 = (4, 7, 0, 1).

注意到 k1 = c1 + 4c2, 所以 k1, k2 同时为零当且仅当 c1, c2 同时为零.

综上所述，当且仅当 a=-1时，方程组 (I)与 (II)有非零公共解，且全部非零公共解为 k1β1+k2β2

, 其中 k1, k2 取不同时为零的任意常数.
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例 3.36 (华南理工大学,2015 年) 已知齐次线性方程组


x1 + 2x2 + 3x3 = 0,

2x1 + 3x2 + 5x3 = 0,

x1 + x2 + ax3 = 0

和 (II) :

 x1 + bx2 + cx3 = 0,

2x1 + b2x2 + (c+ 1)x3 = 0

同解, 求 a,b,c 的值.

解 注意到齐次方程组 (II) 的未知量个数大于方程的个数，所以 (II) 必有非零解. 据题设 (I) 与 (II)

同解，因此 (I) 也有非零解. 对 (I) 的系数矩阵 A 作初等行变换，得

A =


1 2 3

2 3 5

1 1 a

 −→


1 0 1

0 1 1

0 0 a− 2

 .

因为 rankA < 3 , 所以 a=2. 此时，可求得方程组 (I) 的一个基础解系为 η = (1, 1,−1)T

将 η = (1, 1,−1)T 代入方程组 (II), 可得 b = 0, c = 1 或 b = 1, c = 2.

当 b = 0, c = 1 时，(II) 的系数矩阵 B =

1 0 1

2 0 2

 ,rank B<rank A, 可见方程组 (II) 与方程

组 (I) 不同解.

当 b = 1, c = 2 时，(II) 的系数矩阵 B =

1 1 2

2 1 3

→

1 0 1

0 1 1

 , 所以 (II) 与 (I) 同解.

综上所述，当且仅当 a = 2, b = 1, c = 2 时, 方程组 (I) 与方程组 (II) 同解

例 3.37 (电子科技大学,2010 年) 已知齐次线性方程组

(I)


x1 + x2 + x4 = 0,

ax1 + a2x3 = 0,

ax2 + a2x4 = 0

的解满足方程

x1 + x2 + x3 = 0.

(1) 求 a 的值；

(2) 求方程组 (I) 的通解.

解 （1）先求方程组（I）的解，再代入方程 (II)，以确定 α的值当 a = 0时，(I)成为 x1+x2+x4 = 0

它的解显然不可能都满足 (II).
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例如 x1 = x3 = 2, x2 = x4 = −1 是 (I) 的解，但不是 (II) 的解. 说明 a = 0 不合要求. 当 a ̸= 0

时，对 (I）的系数矩阵施行初等行变换，可得

A =


1 1 0 1

a 0 a2 0

0 a 0 a2

 −−→


1 0 0 1− a

0 1 0 a

0 0 1
a− 1

a

 .

故方程组 (I）的通解为

x = c

(
a− 1,−a,

1− a

a
, 1

)T

.

再将 x 代入 (II), 得 (a− 1)− a+ 1−a
a

= 0 ，解得 a = 1
2

(2) 此时, 方程组 (I) 的通解为 x = c
(
− 1

2
,− 1

2
, 1, 1

)T
，其中 c 是任意常数.

例 3.38 (上海师范大学,2005 年) 设有齐次线性方程组



(1 + a)x1 + x2 + · · ·+ xn = 0,

2x1 + (2 + a)x2 + · · ·+ 2xn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

nx1 + nx2 + · · ·+ (n+ a)xn = 0

(n ⩾ 2).

试问 a 取何值时，该方程组有非零解？并求出其通解

【分析】本题是方程的个数与未知量的个数相同的齐次线性方程组，可考虑对系数矩阵直接用初

等行变换化为行阶梯形矩阵，再讨论其秩是否小于 n，进而判断是否有非零解；也可直接计算系数矩

阵的行列式，根据题设条件行列式的值必为零，由此对参数 a 的可能取值进行讨论. 这里只给出第一

种解法

解 对方程组的系数矩阵作初等行变换

A =


1 + a 1 · · · 1

2 2 + a · · · 2
...

...
...

n n · · · n+ a


ri−ṙ1−−−→


1 + a 1 · · · 1

−2a a · · · 0
...

...
...

−na 0 · · · a

 −−→ B.

(1) 当 a = 0 时，rankA = 1 < n , 故方程组有非零解，其同解方程组为

x1 + x2 + · · ·+ xn = 0.

由此得基础解系为
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η1 = (−1, 1, 0, · · · , 0)T,η2 = (−1, 0, 1, · · · , 0)T, · · · ,ηn−1 = (−1, 0, 0, · · · , 1)T

于是方程组的通解为

x = c1η1 + c2η2 + · · ·+ cn−1ηn−1 ，其中 c1, c2, · · · , cn−1 为任意常数.

(2) 当 a ̸= 0 时，继续对矩阵 B 作初等行变换，有

B −→


1 + a 1 · · · 1

−2 1 · · · 0
...

...
...

−n 0 · · · 1


r1−ri−−−→


a+

n (n+ 1)

2
0 · · · 0

−2 1 · · · 0
...

...
...

−n 0 · · · 1


可见，当 a = −n(n+1)

2
时，rankA = n− 1 < n ，故方程组有非零解，其同解方程组为



−2x1 + x2 = 0,

−3x1 + x3 = 0,

· · · · · · · · · · · ·

−nx1 + xn = 0.

由此解得基础解系为

η = (1, 2, · · · , n)T.

因此，方程组的通解为

x = cη ，其中 c 为任意常数.

例 3.39 (厦门大学,2011 年; 数学三,2002 年) 设齐次线性方程组为



ax1 + bx2 + bx3 + · · ·+ bxn = 0,

bx1 + ax2 + bx3 + · · ·+ bxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

bx1 + bx2 + bx3 + · · ·+ axn = 0,

其中 a ̸= 0, b ̸= 0, n ⩾ 2 试讨论 a，b 为何值时，方程组仅有零解、有无穷多个解？在有无穷多个解

时，求出一般解，并用基础解系表示一般解.

解 方程组的系数行列式
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|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
...

...
...

...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [a+ (n− 1)b] (a− b)n−1.

(1) 当 a ̸= b 且 a ̸= (1− n)b 时，方程组仅有零解.

(2) 当 a = b 时，对系数矩阵 A 作初等行变换，有

A =


a a a · · · a

a a a · · · a
...

...
...

...

a a a · · · a


ri−r1−−−→
r1× 1

a

 ri−r1
(i=2,3,··· ,n)

1
r1× 1

a



1 1 1 · · · 1

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0

 .

所以方程组的基础解系为

α1 = (−1, 1, 0, · · · , 0)T,α2 = (−1, 0, 1, · · · , 0)T, · · · ,αn−1 = (−1, 0, 0, · · · , 1)T.

于是方程组的一般解是

x = c1α1 + c2α2 + · · ·+ cn−1αn−1 , 其中 c1, c2, · · · , cn−1 为任意常数.

(3) 当 a = (1− n)b 时，对系数矩阵 A 作初等行变换，有

A =


(1− n)b b · · · b

b (1− n)b · · · b
...

...
...

b b · · · (1− n)b


ci× 1

b−−−→


1− n 1 · · · 1

1 1− n · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1− n



r1+r2+···+rn−−−−−−−−→



1 1 · · · 1 1− n

1 1− n · · · 1 1
...

...
...

...

1 1 · · · 1− n 1

0 0 · · · 0 0


ri−r1−−−→



1 1 · · · 1 1− n

0 −n · · · 0 n
...

...
...

...

0 0 · · · −n n

0 0 · · · 0 0



ri×(− 1
n)−−−−−−−−→

i=2,3,··· ,n−1



1 1 · · · 1 1−n

0 1 · · · 0 −1
...

...
...

...

0 0 · · · 1 −1

0 0 · · · 0 0


r1−ri−−−−−−−−→

i=2,3,··· ,n−1



1 0 · · · 0 −1

0 1 · · · 0 −1
...

...
...

...

0 0 · · · 1 −1

0 0 · · · 0 0


.
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所以方程组的基础解系为

β = (1, 1, · · · , 1)T.

因此，方程组的一般解为 x = cβ , 其中 c 为任意常数.

例 3.40 (北京交通大学,2005 年) 已知线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1,2nx2n = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2,2nx2n = 0,

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ an,2nx2n = 0

(I)

的一个基础解系为

(b11, b12, · · · , b1,2n)T
, (b21, b22, · · · , b2,2n)T

, · · · , (bn1, bn2, · · · , bn,2n)T
.

求线性方程组



b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1,2ny2n = 0,

b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2,2ny2n = 0,

· · · · · · · · · · · ·

bn1y1 + bn2y2 + · · ·+ bn,2ny2n = 0

(II)

的通解，并说明理由

解 将方程组 (I)，（II) 的系数矩阵分别记为 A = (aij)n×2n ,B = (bij)n×2n 据题设，知 B 的 n 个

行向量为 (I):Ax=0 的一个基础解系，即 ABT = O , 且 rank B = n , 所以 BAT = O 且 rank

A = 2n− rankB = n , 即 A 的 n 个行向量为 (II): By = 0 的一个基础解系. 于是，线性方程组 (II)

的通解为

y = c1


a11

a12

...

a1,2n

+ c2


a21

a22

...

a2,2n

+ · · ·+ cn


an1

an2

...

an,2n

 ,

其中 c1, c2, · · · , cn 为任意常数.
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例 3.41 (浙江大学,2003 年) 设 α1, α2, · · · , αs 是 Rn 中 s 个线性无关的向量. 证明: 存在含 n 个未

知量的齐次线性方程组，使得 α1, α2, · · · , αs 是它的一个基础解系.

解 设 αi = (ai1, ai2, · · · , ain) , i = 1, 2, · · · , s. 考虑 n 元齐次线性方程组

(I)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0.

由于 α1, α2, · · · , αs 线性无关，所以 (I) 的系数矩阵的秩为 s, 其基础解系含 n− s = r 个解向量现设

βj = (bj1, bj2, · · · , bjn) , j = 1, 2, · · · , n 是 (I) 的一个基础解系，并构造 n 元齐次方程组

(II)



b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1nyn = 0,

b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2nyn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

br1y1 + br2y2 + · · ·+ brnyn = 0.

显然，方程组 (II)的基础解系含 n−r = s个解向量. 由 β1,β2, · · · ,βr 是 (I)的解易知，α1 α2, · · · , αs

是 (II) 的解，因而是 (II) 的一个基础解系.

注 上述证明可用矩阵方式叙述如下. 这里，不妨设 α1, α2, · · · , αs 是列向量，并令 A =

(α1,α2, · · · ,αs) , 由于 α1, α2, · · · , αs 线性无关，所以 rank A =s, 齐次线性方程组 ATx = 0 的基础

解系含 n-s 个解向量，设它的一个基础解系为 β1,β2, · · · ,βn−s , 则

ATβj = 0, j = 1, 2, · · · , n− s.

令 B =
(
β1,β2, · · · ,βn−s

)
, 则 rank B = n− s , 且 ATB = O , 或 BTA = O , 故 α1, α2, · · · , αs 都

是含 n 个未知量的齐次线性方程组 BTy = 0 的解，因而是 BTy = 0 的一个基础解系.
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例 3.42 (东南大学,2004 年; 华南理工大学,2014 年) 已知齐次线性方程组



(a1 + b)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0,

a1x1 + (a2 + b)x2 + · · ·+ anxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

a1x1 + a2x2 + · · ·+ (an + b)xn = 0,

其中
∑n

i=1 ai ̸= 0 试讨论 a1, a2, · · · , an 和 b 满足何种条件时，

(1) 方程组仅有零解；

(2) 方程组有非零解. 此时，用基础解系表出所有解.

解 方程组系数矩阵 A 的行列式为

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b a2 · · · an

a1 a2 + b · · · an
...

...
...

a1 a2 · · · an + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= bn−1

(
b+

n∑
i=1

ai

)
.

(1) 当 b ̸= 0 且 b+
∑n

i=1 ai ̸= 0 时，rankA = n , 方程组仅有零解

(2) 当 b=0 时，|A| = 0 ，方程组有非零解. 此时，原方程组的同解方程组为

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0.

因为
∑n

i=1 ai ̸= 0 ，所以至少有一个 ai ̸= 0 , 不妨设 a1 ̸= 0 可解得方程组的一个基础解系为

ξξξ1 =



− aaa2

aaa1

111

000
...

000


, ξξξ2 =



− aaa3

aaa1

000

111
...

000


, · · · , ξξξn−1 =



− aaan

aaa1

000

000
...

111


.

故方程组的通解为 x = k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ kn−1ξn−1 , 其中 k1, k2, · · · , kn−1 为任意常数.

当 b = −
∑n

i=1 ai 时，|A| = 0 ，方程组有非零解. 此时，b ̸= 0. 对系数矩阵 A 施行初等行变换,

有
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A →



−1 1 0 · · · 0

−1 0 1 · · · 0
...

...
...

...

−1 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


.

由此得方程组的同解方程组为

x2 = x1, x3 = x1, · · · , xn = x1.

所以方程组的一个基础解系为 ξ = (1, 1, · · · , 1) , 通解为 x = kξ , 其中 k 为任意常数.

例 3.43 设 A,B 为 n 阶方阵，且 rankA + rankB < n ，证明齐次线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0

有非零公共解.

证 因为 rank

A

B

 ⩽ rank A+ rank B < n. , 所以齐次方程组

A

B

x = 0 有非零解，这等价于

方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 有非零公共解

例 3.44 设 A是 m×n矩阵，B是 m阶可逆矩阵，证明:若 AT 的列向量组是齐次线性方程组 Cx = 0

的一个基础解系，则 (BA)T 的列向量组也是 Cx = 0 的一个基础解系.

证 因为 AT 的列向量组是方程组 Cx=0的一个基础解系，所以 rank(AT) = m,CAT = o ,且 Cx = 0

的基础解系含 m 个解向量.

因为 B 是可逆矩阵，所以 rank
(
(BA)T) = rank

(
AT) = m , 即 (BA)T 的列向量组线性无关. 又

C(BA)T = O , 即 (BA)T 的列向量都是 Cx = 0 的解. 于是，(BA)T 的列向量组是 Cx = 0 的一个

基础解系.

例 3.45 (华中师范大学,2000 年; 厦门大学,2010 年) 设 A ∈ Pm×n,η1,η2, · · · ,ηn−r 是齐次线性方

程组 AX = 0 的一个基础解系，B =
(
η1,η2, · · · ,ηn−r

)
. 证明: 如果 AC = O (其中 C ∈ Pn×t) , 那

么存在唯一的矩阵 D, 使 C = BD

证 先证 D 的存在性. 设 C = (α1,α2, · · · ,αt) , 则由 AC = O 可知

Aαj = 0, j = 1, 2, · · · , t.

即 α1, α2, · · · , αt 均为齐次方程组 AX = 0 的解，故可由 AX = 0 的基础解系 η1, η2, · · · , ηn−r 线性

表示. 设 αj = d1jη1 + d2jη2 + · · ·+ dn−r,jηn−r, j = 1, 2, · · · , t , 则
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(α1,α2, · · · ,αt) =
(
η1,η2, · · · ,ηn−r

)


d11 d12 · · · d1t

d21 d22 · · · d2t
...

...
...

dn−r,1 dn−r,2 · · · dn−r,t

 .

令 D = (dij)(n−r)×t , 则 C = BD

再证 D 的唯一性. 设另有 (n− r)× t 矩阵 D1 使 C = BD1 , 则 BD = BD1 , 即 B(D−D1) = O

所以 D −D1 的列向量均为齐次线性方程组 BX = 0 的解. 因为 rankB = n− r , 所以 BX = 0 仅

有零解, 故 D −D1 = O , 即 D1 = D2

例 3.46 设 α1, α2, · · · , αk ∈ Rn 是齐次线性方程组 Ax=0 的基础解系 s, t ∈ R . 又设

β1 = sα1 + tα2, · · · ,βk−1 = sαk−1 + tαk,βk = sαk + tα1.

试问 : s, t满足什么关系时，使得 β1,β2, · · · ,βk 是方程组 Ax = 0的基础解系；反之，当 β1 β2, · · · ,βk

是方程组 Ax = 0 的基础解系时，这个关系必须成立.

解 显然 β1,β2, · · · ,βk 都是方程组 Ax = 0 的解. 因为 Ax = 0 的基础解系含有 k 个解向量，所以

β1,β2, · · · ,βk 是 Ax = 0 的基础解系当且仅当 β1,β2, · · · ,βk 线性无关.

易知，向量组 α1, α2, · · · , αk 与向量组 β1,β2, · · · ,βk 之间有关系式:

(β1,β2, · · · ,βk) = (α1,α2, · · · ,αk)T ,

其中,T 为如下 k 阶方阵

T =



s 0 · · · 0 t

t s
. . . ... 0

0 t
. . . 0

...
... . . . . . . s 0

0 · · · 0 t s


.

α1, α2, · · · , αk

β1,β2, · · · ,βk

经计算，矩阵 T 的行列式为

detT = sk + (−1)k+1tk.

于是，β1,β2, · · · ,βk 是方程组 Ax=0 的基础解系当且仅当 sk + (−1)k+1tk ̸= 0.
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例 3.47 (湖南大学,2011 年) 设 A,B 分别为 m×n 与 n×m 矩阵，C 为 n 阶可逆矩阵，且 rank A

=r<n, A(C +BA) = O. 证明:

(1) rank(C+BA)= n−r;

(2) 线性方程组 Ax=0 的通解为 x = (C +BA)z , 其中 z 为任意的 n 维列向量

证 （1）由 A(C +BA) = O , 知 rank A+ rank(C +BA) ⩽ n , 所以 rank(C +BA) ⩽ n− r.

另一方面, 注意到 rank C=n, 且 rank(BA) ≤ rankA , 所以

rank(C +BA) ⩾ rankC − rank(BA) ⩾ n− rankA = n− r.

因此 rank(C +BA) = n− r.

(2) 由 rank A = r < n ，可知 Ax=0 有基础解系，并且其任一基础解系含 n-r 个解. 又由条件

A(C +BA) = O 及 (1) 的结论，可知 C+BA 的列向量都是 Ax=0 的解，且其中任意 n-r 个线

性无关的列向量构成 Ax = 0 的一个基础解系. 注意到该基础解系与 C+BA 的列向量组是等价

的，所以 Ax = 0 的通解 x 可由 C+BA 的列向量组线性表示，即 x = (C +BA)z , 其中 z 为任

意的 n 维列向量.

注 本题 (1) 的另一有效证法: 因为 A(C +BA) = O , 所以 rankA+ rank(C +BA) ≤ n. 若 rankA+

rank(C + BA) < n , 则由本章例 3.43 知，方程组 Ax = 0 与 (C + BA)x = 0 有非零公共解 x0 ,

即 Ax0 = 0, (C + BA)x0 = 0 , 从而有 Cx0 = 0 因为 C 为可逆矩阵，所以 x0 = 0 , 矛盾. 因此

rankA+ rank(C +BA) = n.

例 3.48 (北京大学,2007 年) 设 A,B 都是 m×n 矩阵, 线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 同解，则 A

与 B 的列向量组是否等价？行向量组是否等价？若是，则给出证明；若否，则举出反例.

解 第 1 个结论不成立. 例如: 若 A =

1 0

0 0

 ,B =

1 0

1 0

 , 则方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 同解，

但 A 与 B 的列向量组显然不等价. 第 2 个结论成立，兹证明如下:

因为方程组 Ax=0与 Bx=0同解，所以 rank A = rank B.记 r = n− rankA ,先考虑 r ⩾ 1的情

形. 任取 Ax=0 的一个基础解系 (当然也是 Bx =0 的一个基础解系) 构成 n×r 矩阵 C，则 rank C=r,

且 AC = O,BC = O

考虑齐次线性方程组 CTx = 0 , 其解空间 S 的维数 dimS = n− r = rankA. 因为 CTAT = O ,

所以 A 的行向量都是 CTx = 0 的解，因此 A 的行空间 WA 是 S 的一个子空间，即 WA ⊆ S. 注意

到 dim WA = rankA = dimS , 故 WA = S

同理，B 的行空间 WB = S. 于是有 WA = WB , 这就表明 A 与 B 的行向量组等价.

若 r = 0 , 则 rank A = rank B = n, 即 A 与 B 都是列满秩的，故存在 m 阶可逆矩阵 P 1,P 2 使

得
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P 1A =

En

O

 , P 2B =

En

O

 ,

令 P = P−1
2 P 1 ，则 P 是可逆矩阵，且 PA = B 由此易知，A 与 B 的行向量组等价.

注 由此可得: 设 A,B 都是 m×n 矩阵，则齐次线性方程组 Ax=0 与 Bx=0 同解的充

分必要条件是存在 m 阶可逆矩阵 P 使得 PA = B

这里，我们给出必要性的另一证法. 注意到，此时有 rank A=rank B=r, 不失一般性，可设 A =(
A1

A2

)
,B =

(
B1

B2

)
，其中 A1,B1 均为行满秩的 r×n 矩阵，因此存在 (m-r)×r 矩阵 C,D 使得 A2 =

CA1, B2 = DB1 . 因为 Ax = 0 与 Bx = 0 同解，所以 A1x = 0 与 B1x = 0 也同解，因而 A1x = 0

B1x = 0 ,及

A1

B1

x = 0都同解，且 rank

A1

B1

 = r.由此可知，存在 r阶方阵 Q使得 QA1 = B1

. 注意到 A1 与 B1 的行向量组都是线性无关的，易知 Q 是可逆矩阵. 于是，有

A =

E, O

C En−r

A1

O

 , B =

E, O

D En−r

B1

O

 =

E, O

D En−r



Q

En−r


A1

O

 .

令 P =

E, O

D Em−r

Q

Em−r

 E, O

−C Em−r

 , 则 P 是 m 阶可逆矩阵，且 PA = B

例 3.49 (中国科学院,2006 年; 山东大学,2015 年) 设有 n 元齐次线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

an−1,1x1 + an−1,2x2 + · · ·+ an−1,nxn = 0,

其系数矩阵 A 划去第 j 列后的 n-1 阶子式记为 Mj(j = 1, 2, · · · , n) . 试证明:

(1) (M1,−M2, · · · , (−1)n−1Mn) 是方程组的一个解；

(2) 如果 rank A = n− 1 , 那么方程组的解均为 (M1,−M2, · · · , (−1)n−1Mn) 的倍数.

证 （1）对于 i = 1, 2, · · · , n− 1 , 考虑 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 · · · ain

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an−1,1 an−1,2 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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显然 D = 0 另一方面，将 D 按第一行展开得 ai1M1 − ai2M2 + · · ·+ ain(−1)n−1Mn = 0 . 因此

η0 =
(
M1,−M2, · · · , (−1)n−1Mn

)
是所述齐次线性方程组 Ax=0 的解

(2) 因为 rank A=n-1, 所以 A 中至少有一个 n-1 阶子式 Mj ̸= 0 , 即 η0 ̸= 0 , 且齐次方程组 Ax = 0

的基础解系含 n− rankA = 1 个解向量. 因此，Ax = 0 的任一解均为 ηηη0 的倍数.

例 3.50 设 A,B 都是数域 F 上的 (n− 1)× n 矩阵，且都是行满秩的. 对 i = 1, 2, · · · , n 用 ai 表示

A 中划去第 i 列所得的 n-1 阶子式 , bi 表示 B 中划去第 i 列所得的 n-1 阶子式. 又设齐次线性方程组

Ax = 0 与 Bx = 0 同解，求证:n 维向量 (a1, a2, · · · , an) 与 (b1, b2, · · · , bn) 的对应分量成比例.

证 记 α = (a1,−a2, · · · , (−1)n−1an) ,β = (b1,−b2, · · · , (−1)n−1bn)，因为 rank A = rank B = n−1

, 所以 A 与 B 中都必存在一个 n-1 阶子式非零，故 α ̸= 0 , 且 β ̸= 0 设 W 是 Ax = 0 与 Bx = 0 的

共同的解空间，则 dim W=n-rank A=1. 又易知 α, β ∈ W (详见上一例的解答)，所以 α, β 是线性相

关的. 于是，存在 k ∈ F , 使得 α = kβ , 即 ααα 与 β 的对应分量成比例.

例 3.51 (南开大学,2004 年) 设

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an−1,1 an−1,2 · · · an−1,n


的行向量组是线性方程 x1 + x2 + · · · + xn = 0 的解. 令 Mi 表示 A 中划掉第 i 列的 n-1 阶行列式

(i = 1, 2, · · · , n)

(1) 证明:
∑n

i=1(−1)iMi = 0 ⇔ A 的行向量组不是 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 的基础解系；

(2) 令
∑n

i=1(−1)iMi = 1 , 求 Mi

解 （1）记 n 维行向量 ξ = (1, 1, · · · , 1)1×n,A 的行向量组为 α1, α2, · · · , αn−1 . 又设

B =


1 1 · · · 1

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an−1,1 an−1,2 · · · an−1,n

 =

 ξ

A

 .

因为 α1, α2, · · · , αn−1 都是 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 的解，而 f 不是 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 的解，所

以 ξ 不能由 α1, α2, · · · , αn−1 线性表示，因此 rank B=1+rank A. 于是
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n∑
i=1

(−1)iMi = 0 ⇔ |B| = 0 ⇔ rankB < n ⇔ rankA < n− 1,

这又等价于 α1, α2, · · · , αn−1 线性相关，因而不是 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 的基础解系.

(2) 据题设
∑n

i=1(−1)iMi = 1 , 所以

|B| =
n∑

i=1

(−1)1+iMi = −1.

设 n 维向量 bT = (n, 0, · · · , 0)1×n , 易知 BξT = b 因为 B 可逆，所以 B−1b = ξT , 即 B∗b = −ξT

注意到 B∗ 第一列的元素即 B 的第一行元素的代数余子式，比较 B∗b = −ξT 的每一行，得

n(−1)1+iMi = −1 , 即

Mi =
(−1)i

n
, i = 1, 2, · · · , n.

例 3.52 (北京大学,1997 年; 武汉大学,2009 年; 华南理工大学,2011 年) 设 A,B 是数域 P 上的 n 阶

方阵，X 是未知量 x1, x2, · · · , xn 所构成的 n×1 矩阵. 已知齐次线性方程组 AX = 0 和 BX=0 分别

有 l,m 个线性无关的解向量，这里 l ⩾ 0,m ⩾ 0 证明:

(1）（AB)X=0 至少有 max(l,m) 个线性无关的解向量；

(2) 如果 l+m>n, 那么 (A+B)X = 0 必有非零解；

(3）如果 AX=0 和 BX=0 无公共的非零解向量，且 l +m = n , 那么 Pn 中任一向量 α 都可唯

一地表示成 α = β + γ , 这里 β, γ 分别是 AX = 0 和 BX = 0 的解向量.

证 （1）由题设 l ⩽ n− rankA,m ⩽ n− rankB , 而 rank(AB) ⩽ min(A,B) , 所以

n− rank(AB) ⩾ max(n− rankA,n− rankB) ⩾ max(l,m).

另一方面，方程组 (AB)X=0 有 n-rank(AB) 个线性无关的解向量. 故所证结论成立

(2) 因 l+m>n, 所以 rank (A+B) ⩽ rankA+ rankB ⩽ (n− l) + (n−m) < n ，因此齐次方程

组 (A+B)X = 0 必有非零解.

(3) 设 α1, α2, · · · , αl 与 β1,β2, · · · ,βm 分别是 AX=0 和 BX=0 的线性无关的解，又设

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λlαl + µ1β1 + µ2β2 + · · ·+ µmβm = 0,

则
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λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λlαl = −µ1β1 − µ2β2 − · · · − µmβm

是 AX = 0 和 BX=0 的公共解. 由题设，得

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λlαl = 0, µ1β1 + µ2β2 + · · ·+ µmβm = 0,

所以

λ1 = λ2 = · · · = λl = 0, µ1 = µ2 = · · · = µm = 0.

所以 α1, α2, · · · , αl, β1, β2, · · · , βm 线性无关. 又 l+m = n ,所以 α1, α2, · · · , αl, β1, β2, · · · , βm 是 Pn

的一个基，对于 Pn 中的任一向量 ααα , 都可由这个基线性表示，设为

α = k1α1 + k2α2 + · · ·+ klαl + t1β1 + t2β2 + · · ·+ tmβm,

令

β = k1α1 + k2α2 + · · ·+ klαl, γ = t1β1 + t2β2 + · · ·+ tmβm,

则 α = β + γ , 且 β, γ 分别是 AX = 0 和 BX = 0 的解向量.

下证唯一性. 设 α = β1 + γ1 = β2 + γ2 , 其中 βi, γi 分别是 AX=0 和 BX=0 的解 (i = 1, 2)

, 则 β1 − β2 = γ2 − γ1 是 AX = 0 和 BX = 0 的公共解，因而 β1 − β2 = γ2 − γ1 = 0 , 故

β1 = β2,γ2 = γ1

例 3.53 (北京大学,2005 年) 设数域 K 上的 n 阶方阵 A 的 (i, j) 元为 ai − bj

(1) 求 |A|

(2) 当 n ⩾ 2 时，a1 ̸= a2, b1 ̸= b2 , 求齐次线性方程组 AX=0 的解空间的维数和一个基

解 （1）显然，当 n=1 时，|A| = a1 − b1 . 当 n=2 时，有

|A| =

∣∣∣∣∣∣a1 − b1 a1 − b2

a2 − b1 a2 − b2

∣∣∣∣∣∣ = (a1 − a2)(b1 − b2).

当 n > 2 时，注意到矩阵 A 可表示成两个 n 阶矩阵的乘积 A = BC , 其中

B =


a1 −1 0 · · · 0

a2 −1 0 · · · 0
...

...
...

...

an −1 0 · · · 0

 , C =



1 1 · · · 1

b1 b2 · · · bn

0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0


,
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所以 |A| = |B||C| = 0

(2) 设 W 表示方程组 AX=0 的解空间. 分为两种情形考虑:

当 n=2 时，由于 |A| ̸= 0 , 所以 AX = 0 只有零解，即 W = {0} , 故 dim W=0,W 不存在基.

当 n > 2 时，因为 rank A ⩽ rankB ⩽ 2 ，且 A 的左上角的二阶子式 (a1 − a2) (b1 − b2) ̸= 0 , 所以

rank A =2, 因此 dimW = n − 2. 此时，显然有 CX = 0 的解空间 W1 ⊆ W , 且 dim W1 = n − 2 ,

这表明 W1 = W , 故只需解方程组 CX = 0 即可. 对矩阵 C 施行初等行变换，有

C −→



1 0
b2 − b3
b2 − b1

· · · b2 − bn
b2 − b1

0 1
b3 − b1
b2 − b1

· · · bn − b1
b2 − b1

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0


.

由此可解得CX=0 的基础解系亦即 W 的一个基为

η3 =

(
b3 − b2
b2 − b1

,
b1 − b3
b2 − b1

, 1, 0, · · · , 0
)T

,

η4 =

(
b4 − b2
b2 − b1

,
b1 − b4
b2 − b1

, 0, 1, · · · , 0
)T

,

ηn =

(
bn − b2
b2 − b1

,
b1 − bn
b2 − b1

, 0, · · · , 0, 1
)T

注 当 n>2 时，也可直接利用 Gauss 消元法求得方程组 AX=0 的基础解系.
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3.4 非齐次线性方程组

基本理论与要点提示

3.4.1 几个相关命题的等价性

对于数域 K 上的 n 元非齐次线性方程组 Ax = β 或
∑n

j=1 xjαj = β , 其中 α1, α2, · · · , αn 是系

数矩阵 A 的列向量. 显然，以下几种说法是等价的:

(1) 方程组 Ax = β 有解；

(2) 向量 β 可由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表示；

(3) 向量组 α1, α2, · · · , αn 与向量组 α1, α2, · · · , αn, β 等价；

(4) L(α1,α2, · · · ,αn) = L(α1,α2, · · · ,αn,β)

(5) dimL(α1,α2, · · · ,αn) = dimL(α1,α2, · · · ,αn,β)

(6) rank(α1,α2, · · · ,αn) = rank(α1,α2, · · · ,αn,β)

(7) rank A = rank(A,β)

3.4.2 非齐次线性方程组有解的条件

非齐次线性方程组 Ax = β 有解的充分必要条件是 rankA = rank(A, β) . 确切地说，当 rank

A = rank(A, β) = n 时，方程组有唯一解；当 rankA = rank(A, β) < n 时，方程组有无穷多个解；当

rankA ̸= rank(A, β) 时，方程组无解.

相应地，当 rankA = rank(A, β) = n 时，β 可由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表示，且表达式唯

一；当 rankA = rank(A, β) < n 时，βββ 可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示，但表达式不唯一；当 rank

A ̸= rank(A,β) 时，β 不能由 α1, α2, · · · , αn 线性表示.

3.4.3 非齐次线性方程组的解的结构

(1) 将方程组 Ax = β 的常数项 iβ 换为 0 得到 Ax = 0 , 称之为 Ax = β 的导出组；

(2) 若 ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 为方程组 Ax = β 的导出组的一个基础解系，则方程组的通解为

x = η0 + k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ kn−rξn−r,
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其中 r = rankA,η0 为方程组 Ax = β 的一个特解，而 k1, k2, · · · , kn−r 为任意常数.

典型问题解析

例 3.54 (中国科学技术大学,2010 年) 求如下线性方程组的通解:



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1,

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = −2,

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 5,

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 0.

解 对方程组的增广矩阵施行初等行变换，化为简化的行阶梯形矩阵:



1 0 −1 −1 −5 −4

0 1 2 2 6
... 5

0 0 0 0 0
... 0

0 0 0 0 0
... 0


.

因此，方程组的通解为

x =



−4

5

0

0

0


+ k1



1

−2

1

0

0


+ k2



1

−2

0

1

0


+ k3



5

−6

0

0

1


,

其中 k1, k2, k3 为任意常数.
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例 3.55 (武汉大学,2013 年) 设 α1, α2, α3 是线性方程组


x− 3y + z = 2,

2x+ y + tz = −1,

7x− 2z = −1

的 3 个互异的解向量

(1) 试求参数 t 的值；

(2) 证明: α1 −α2,α1 −α3 线性相关.

解 （1）因为 α1, α2, α3 是方程组的互不相同的解，所以 α1 −α2 与 α1 −α3 都是对应的导出组的

非零解，其系数矩阵的行列式 |A| = 0 易知 |A| = −21(t+ 1) ，解得 t = −1

(2) 当 t=-1 时，对导出组的系数矩阵 A 作初等行变换，得


1 −3 1

2 1 −1

7 0 −2

 r2−2r1−−−−→
r3−7r1


1 −3 1

0 7 −3

0 21 −9

 r3−3r2−−−−→


1 −3 1

0 7 −3

0 0 0

 .

可见，rankA=2，其基础解系只含 3-2=1 个非零解，因此 α1 −α2,α1 −α3 线性相关.

例 3.56 (数学一,2009 年) 设 A =


1 −1 −1

−1 1 1

0 −4 −2

 , ξ1 =


−1

1

−2

 .

(1) 求满足 Aξ2 = ξ1, A
2ξ3 = ξ1 的所有向量 ξ2, ξ3

(2) 对 (1) 中的任意向量 ξ2, ξ3 , 证明 ξ1, ξ2, ξ3 线性无关.

解 （1）对矩阵 (A, ξ1) 施行初等行变换，得

(A, ξ1) =


1 −1 −1 1

2
− 1

−1 1 1 1
2
1
2
1

0 −4 −2 1
2
− 2

 −−→


1 0 −1

2
1
2
− 1

2

0 1
1

2
1
2
1
2

0 0 0 1
2
0

 ,

由此可解得 ξ2 =
(
− 1

2
+ k

2
, 1
2
− k

2
, k
)T , 其中 k 为任意常数

再对矩阵 (A2, ξ1) 施行初等行变换，得

(
A2, ξ1

)
=


2 2 0

... − 1

−2 −2 0
...1

4 4 0
... − 2

 −→


1 1 0

... − 1

0 0 0
...0

0 0 0
...0

 ,
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故可解得 ξ3 =
(
− 1

2
− a, a, b

)T , 其中 a,b 为任意常数.

(2) 由 (1) 的结果，有

|ξ1, ξ2, ξ3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 − 1

2
+

k

2
− 1

2
− a

1
1

2
− k

2
a

−2 k b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

2
̸= 0,

所以 ξ1, ξ2, ξ3 线性无关.

例 3.57 (北京师范大学,2006 年) 当 a,b 取何值时，线性方程组


ax1 + (b+ 1)x2 + 2x3 = 1,

ax1 + (2b+ 1)x2 + 3x3 = 1,

ax1 + (b+ 1)x2 + (b+ 4)x3 = 2b+ 1.

有解？并求解.

解 对方程组的增广矩阵施行初等行变换，得


a b+ 1 2

... 1

a 2b+ 1 3
... 1

a b+ 1 b+ 4
... 2b+ 1

 −−→


a 1 1

... 1

0 b 1
... 0

0 0 b+ 2
... 2b

 .

(1) 当 a ̸= 0, b ̸= 0, b ̸= −2 时，方程组有唯一解
(

4−b
a(b+2)

,− 2
b+2

, 2b
b+2

)T

(2) 当 b=-2 时, 方程组无解；

(3) 当 b=0 时，方程组有无穷多解，其通解为 (0, 1, 0)T + k(1,−a, 0)T ,k 为任意常数；

(4) 当 a = 0, b ̸= 0, b ̸= −2 时，方程组的增广矩阵可进一步化为


0 1 1

... 1

0 0 3
... b

0 0 0
...b− 4

 .

若 b ̸= 4 , 则方程组无解；若 b = 4 , 则方程组有无穷多解，其通解为
(
0,− 1

3
, 4
3

)T
+ k(1, 0, 0)T , 其中

k 为任意常数.
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例 3.58 (武汉大学,2011 年; 数学一,2008 年) 设 n 元线性方程组 Ax = b , 其中

A =


2a 1

a2 2a
. . .

. . . . . . 1

a2 2a


n×n

, x =


x1

x2

...

xn

 , b =


1

0
...

0

 .

(I）证明行列式 |A| = (n+ 1)an

(II）当 a 为何值时，该方程组有唯一解，并求 x1 i

(III) 当 α 为何值时，该方程组有无穷多解，并求通解.

解 （I）利用归纳法或降阶法易证，留给读者作为练习.

(II) 当 a ̸= 0 时，方程组的系数行列式 |A| = 0 , 故方程组有唯一解. 用 b 替换 |A| 的第一列，得

行列式 D1 = nan−1 . 根据 Cramer 法则，x1 =
D1

|A| =
n

(n+1)a
.

(III) 当 a = 0 时，方程组为


0 1

0
. . .
. . . 1

0




x1

x2

...

xn

 =


1

0
...

0

 .

此时有无穷多解，其通解为 x = (0, 1, 0, · · · , 0)T + k(1, 0, 0, · · · , 0)T ，其中 k 为任意常数

例 3.59 (西南大学,2007 年) 问 λ 为何值时, 线性方程组



λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + λx2 + x3 + x4 = λ,

x1 + x2 + λx3 + x4 = λ2,

x1 + x2 + x3 + λx4 = λ3

没有解？有唯一解？有无穷多解？

解 线性方程组的增广矩阵为

(A,β) =



λ 1 1 1
...1

1 λ 1 1
...λ

1 1 λ 1
...λ2

1 1 1 λ
...λ3


,

系数矩阵的行列式 |A| = (λ− 1)3(λ+ 3)
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(1) 当 λ ̸= 1 且 λ ̸= −3 时,rank A = rank(A, β) = 4 , 方程组有唯一解.

(2) 当 λ = 1 时，rankA = rank(A, β) = 1 < 4 , 方程组有无穷多解

(3) 当 λ = −3 时，rankA = 3 , 而 rank(A, β) = 4 , 所以方程组没有解.

例 3.60 (南京大学,2016 年; 南京理工大学,2009 年) 讨论当 a,b 取何值时，线性方程组



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1,

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = a,

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 3,

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = b

有解？无解？并求出有解时的一般解

解 对方程组的增广矩阵施行初等行变换，化为简化的行阶梯形矩阵:



1 0 −1 −1 −5 −2

0 1 2 2 6
... 3

0 0 0 0 0
... a

0 0 0 0 0
... b− 2


(1) 当 a ̸= 0 或 b ̸= 2 时，方程组无解；

(2) 当 a = 0 且 b = 2 时，方程组有解. 此时，易知方程组的一般解为

x =



−2

3

0

0

0


+ k1



1

−2

1

0

0


+ k2



1

−2

0

1

0


+ k3



5

−6

0

0

1


,

其中 k1, k2, k3 为任意常数.
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例 3.61 (北京邮电大学,2007 年; 北京科技大学,2010 年) 已知向量

α1 =


1

0

2

3

 , α2 =


1

1

3

5

 , α3 =


1

−1

a+ 2

1

 , α4 =


1

2

4

a+ 8

 , β =


1

1

b+ 3

5

 .

(1)a,b 为何值时，β 不能表示成 α1,α2,α3,α4 的线性组合？

(2) a, b 为何值时，β 可由向量组 α1, α2, α3, α4 线性表示 19 并写出线性表示式

解 设 β = x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4 ，则



x1 + x2 + x3 +x4 = 1,

x2 − x3 +2x4 = 1,

2x1 + 3x2 + (a+ 2)x3 + 4x4 = b+ 3,

3x1 + 5x2 + x3 + (a+ 8)x4 = 5.

( 1⃝)

对上述方程组的增广矩阵施行初等行变换，有

B =



1 1 1 1
... 1

0 1 −1 2
... 1

2 3 a+ 2 4
... b+ 3

3 5 1 a+ 8
... 5


→



1 2 0 3
... 2

0 1 −1 2
... 1

0 0 a+ 1 0
... b

0 0 0 a+ 1
... 0


.

易见，当 a=-1，b ̸= 0时，rankB=3 ̸=2=rankA(A为方程组 1⃝的系数矩阵)，方程组 1⃝无解；当 a ̸= −1

，b 任意时，rank A=rank B=4，方程组 1⃝有唯一解

x1 = − 2b

a+ 1
, x2 =

a+ b+ 1

a+ 1
, x3 =

b

a+ 1
, x4 = 0;

当 a=-1，b=0 时，rankA=rankB=2，方程组 1⃝有无穷多解，其通解为

x = (0, 1, 0, 0)T + k1(−2, 1, 1, 0)T + k2(1,−2, 0, 1)T

其中 k1, k2 为任意常数. 于是，有

(1) 当 a = −1, b ̸= 0 时，β 不能表示成 α1, α2, α3, α4 的线性组合；

(2) 当 a ̸= −1 ，b 任意时，β 有 α1, α2, α3, α4 的唯一的线性表示式，且
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β = − 2b

a+ 1
α1 +

a+ b+ 1

a+ 1
α2 +

b

a+ 1
α3 + 0α4;

(3) 当 a = −1, b = 0 时，β 可由 α1, α2, α3, α4 线性表示，表示式有无穷多个，且

β = (−2k1 + k2)α1 + (1 + k1 − 2k2)α2 + k1α3 + k2α4

其中 k1, k2 为任意常数.

例 3.62 (南开大学,2012 年) 试求出线性方程组



x1 + a1x2 + a21x3 = a31,

x1 + a2x2 + a22x3 = a32,

x1 + a3x2 + a23x3 = a33,

x1 + a4x2 + a24x3 = a34

存在解的充分必要条件，并在有解时求出其通解，其中 a1, a2, a3, a4 为参数.

解 方程组的增广矩阵 A 的行列式是 Vandermonde 行列式:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 a31

1 a2 a22 a32

1 a3 a23 a33

1 a4 a24 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽j<i⩽4

(ai − aj) .

若 a1, a2, a3, a4 两两不等，则 detA ̸= 0 ,rank A=4. 但方程组系数矩阵的秩 ⩽ 3 < rankA , 此时方程

组无解. 因此，方程组有解的必要条件是 a1, a2, a3, a4 至少有两个相等

(1) 当 a1 ̸= a2 ̸= a3 = a4 时 (不考虑对称情形，下同)，同解方程组为


x1 + a1x2 + a21x3 = a31,

x1 + a2x2 + a22x3 = a32,

x1 + a3x2 + a23x3 = a33.

易知，其系数行列式不等于零. 利用 Cramer 法则，方程组的唯一解为 (见例 3.26)

x1 = a1a2a3, x2 = −a1a2 − a3a1 − a2a3, x3 = a1 + a2 + a3.

(2) 当 a1 ̸= a2 = a3 = a4 时，同解方程组为

x1 + a1x2 + a21x3 = a31,

x1 + a2x2 + a22x3 = a32.
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此时，容易求得其通解为

(x1, x2, x3) = k (a1a2,−a1 − a2, 1) +
(
−a21a2 − a1a

2
2, a

2
1 + a1a2 + a22, 0

)
,

其中 k 为任意常数.

(3) 当 a1 = a2 = a3 = a4 时，同解方程组为

x1 + a1x2 + a21x3 = a31.

此时，容易求得其通解为

(x1, x2, x3) = k1 (−a1, 1, 0) + k2
(
−a21, 0, 1

)
+
(
−a31, 0, 0

)
,

其中 k1, k2 为任意常数.

综上所述，方程组有解当且仅当 a1, a2, a3, a4 至少有两个相等，且 (1)(2)(3) 分别给出了方程组

有解时的唯一解或通解.

例 3.63 (上海交通大学,2005 年) 下面的 n 元线性方程组何时无解，有唯一解，有无穷多组解？有解

时，求出解.


a 1 · · · 1

1 a · · · 1
...

...
...

1 1 · · · a




x1

x2

...

xn

 =


a1

a2
...

an

 .

解 将原方程组表为矩阵形式: Ax = b , 易知 |A| = (a + (n − 1))(a − 1)n−1 . 可见，需讨论 α 是否

取值 1 或-(n-1).

(1) 当 a = 1 时, 若 a1 = a2 = · · · = an , 则 rankA = rank(A, b) = 1 ，方程组有无穷多解，其通解

为

x = (a1, 0, · · · , 0) + k1 (1,−1, 0, · · · , 0) + k2 (1, 0,−1, · · · , 0) + · · ·+ kn−1 (1, 0, · · · , 0,−1) ,

其中 k1, k2, · · · , kn−1 为任意常数; 若 ai ̸= a1(i ̸= 1) , 则 rank A<rank(A,b), 方程组无解.

(2) 当 a ̸= −(n − 1) 时，对方程组的增广矩阵 (A,b) 作初等行变换，先把第 2 至 n 行都加到第 1

行，再把第 1 行乘 1
a+n−1

, 然后把第 2 至 n 行都减去第 1 行，得
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(A, b) −→



a+ n− 1 a+ n− 1 · · · a+ n− 1
n∑

i=1

ai

1 a · · · 1 a2
...

...
...

...

1 1 · · · a an



−→



1 1 · · · 1

∑n
i=1 ai

a+ n− 1

0 a− 1 · · · 0 a2 −
∑n

i=1 ai
a+ n− 1

...
...

...
...

0 0 · · · a− 1 an −
∑n

i=1 ai
a+ n− 1


.

显然，当 a ̸= 1 时，rankA = rank(A, b) = n , 此时方程组有唯一解. 易知

xi =
ai

a− 1
−

n∑
i=1

ai

(a− 1)(a+ n− 1)
(i = 1, 2, · · · , n).

(3) 当 a = −(n− 1) 时, 若
∑n

i=1 ai ̸= 0 , 则 rankA < rank(A, b) , 方程组无解；若
∑n

i=1 ai = 0 , 则

rankA = rank(A, b) = n− 1 , 方程组有无穷多解，此时不难求得其通解为

x =
(
k − a1

n
, k − a2

n
, · · · , k − an

n

)
其中 k 为任意常数.

例 3.64 (华东师范大学,2005 年) 讨论 b1, b2, · · · , bn(n ⩾ 2) 满足什么条件时下列方程组有解，并求

解.



x1 + x2 = b1,

x2 + x3 = b2,

· · · · · · · · · · · ·

xn−1 + xn = bn−1,

xn + x1 = bn.

解 对方程组的增广矩阵 (A,b) 施行初等行变换，化为简化行阶梯形矩阵:
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(A, b) →



1 0 0 · · · 0 1
... bn

0 1 0 · · · 0 −1
... c2

0 0 1 · · · 0 1
... c3

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1 (−1)
n−2 ... cn−1

0 0 0 · · · 0 1 + (−1)
n−1 ... cn


,

其中 ck = bk−1 − bk−2 + · · ·+ (−1)k−2b1 + (−1)k−1bn, k = 2, 3, · · · , n.

当 n 为奇数时，1 + (−1)n−1 = 2 ，系数矩阵的行列式 detA ̸= 0 , 方程组有唯一解

x =
(
bn − cn

2
, c2 +

cn
2
, c3 −

cn
2
, · · · , cn−1 +

cn
2
,
cn
2

)T

当 n 为偶数时，1 + (−1)n−1 = 0, rank A = n− 1 ，所以方程组有解的充分必要条件是

rank(A, b) = n− 1 ⇔ cn = 0,即b1 − b2 + · · ·+ bn−1 − bn = 0.

此时，方程组的通解为

x = (bn, c2, · · · , cn−1, 0)
T
+ k (1,−1, · · · , 1,−1)

T
,

其中 k 为任意常数.

例 3.65 (南京大学,2011 年) 设 n 阶方阵 A = (α1,α2, · · · ,αn) 的前 n-1 个列向量线性相关，后 n-1

个列向量线性无关，β = α1 +α2 + · · ·+αn

(1) 证明: 方程组 AX = β 必有无穷多解；

(2) 求方程组 AX = β 的通解.

解 （1）由于 α2, · · · , αn 线性无关，所以 α2, · · · , αn−1 线性无关. 又 α1, α2, · · · , αn−1 线性相关，所

以 α1 可由 α2, · · · , αn−1 唯一地线性表示，即存在唯一的一组数 k2, · · · , kn−1 , 使得

α1 = k2α2 + · · ·+ kn−1αn−1 = k2α2 + · · ·+ kn−1αn−1 + 0αn. ( 1⃝)

这就表明 rank A=n-1. 此外，注意到 |β| 可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示，可见

rank (A,β) = rank (α1,α2, · · · ,αn,β) = rank (α2, · · · ,αn) = rankA.

因此，方程组 AX = β 必有无穷多解.

(2) 根据 (1) 的结论, 齐次方程组 AX = 0 的基础解系只包含一个解. 又由 1⃝式可得
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(α1,α2, · · · ,αn−1,αn)



−1

k2
...

kn−1

0


= 0 或 A



−1

k2
...

kn−1

0


= 0.

故向量 (−1, k2, · · · , kn−1, 0)
T
为齐次方程组 AX = 0 的基础解系. 再由

β = α1 +α2 + · · ·+αn = (α1,α2, · · · ,αn)


1

1
...

1

 = A


1

1
...

1


知，(1, 1, · · · , 1)T 为非齐次方程组 AX = β 的一个特解. 于是 AX = β 的通解为

X = (1, 1, · · · , 1)T + c(−1, k2, · · · , kn−1, 0)
T,

其中 c 为任意常数.

例 3.66 (南京理工大学,2003 年) 设 A = (A1,A2, · · · ,An) ∈ Pn×n , 线性方程组 AX = b 有通解

X = η0 + k1ξ1 + · · ·+ ksξs , 其中 η0 = (1, 1, · · · , 1)T, ξi = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
i个

, 0, · · · , 0)T, i = 1, 2, · · · , s. 又设

B = (nAn, (n− 1)An−1, · · · , 2A2,A1) , 求 BX = b 的通解.

解 据题设有 B = AC , 其中

C =


1

2

. . .

n

 .

易知 C 可逆，且

C−1 =



1
n

. . .
1
2

1


.

所以 s = n − rankA = n − rankB , 且 AX = b ⇔ BC−1X = b , 及 AX = 0 ⇔ BC−1X = 0. 又

C−1ξ1, C
−1ξ2, · · · c−1ξ, 是线性无关的，于是 BX=b 的通解为

55



高等代数典型问题与方法 3.4 非齐次线性方程组

X = C−1η0 + k1C
−1ξ1 + k2C

−1ξ2 + · · ·+ ksC
−1ξs

其中 k1, k2, · · · , ks ∈ P,C−1η0 =
(
1
n
, · · · , 1

2
, 1
)T , 而

C−1ξi =

(
0, · · · , 0, 1

i
, · · · , 1

2
, 1

)T

, i = 1, 2, · · · , s.

例 3.67 设 4 阶方阵 A = (α1,α2,α3,α4) ，已知非齐次线性方程组 Ax = α5 的通解为

k(2, 0,−3, 1)T + (1, 2,−1, 0)T 9

其中 k ∈ R . 试问: (1)α2 可否由 α3, α4, α5 线性表示 ?(2)α2 可否由 α1, α3, α4 线性表示？若可

以表示，则写出一般表示式；若不能表示，则说明理由.

解 由题设，知 α5 = (2k + 1)α1 + 2α2 − (3k + 1)α3 + kα4

(1) 可以表示. 这只需在上式中令 α1 的系数 2k+1=0 即可. 此时，k = − 1
2
，且有

α2 = −1

4
α3 +

1

4
α4 +

1

2
α5.

(2)不能表示. 根据所给通解的结构，知 rank A=3, 即向量组 α1,α2,α3,α4 的秩为 3，且 2α1− 3α3+

α4 = 0 即 α4 = −2α1 + 3α3

若 α2 可由 α1, α3, α4 线性表示，设为 α2 = k1α1+k3α3+k4α4 ,则 α2 = (k1−2k4)α1+(k3+3k4)

α3 , 即 α2 可由 α1,α3 线性表示，因而 rank (α1, α2, α3, α4) ⩽ 2 , 矛盾. 故 α2 不能由 α1, α3, α4 线

性表示.
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例 3.68 (华南理工大学,2000 年) 设线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(I)

的系数矩阵 A 的秩等于矩阵

B =



a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...

an1 an2 · · · ann bn

b1 b2 · · · bn 0


的秩. 证明方程组 (I) 有解. 问逆命题是否成立？为什么？

解 记向量 b = (b1, b2, · · · , bn)T , 则方程组 (I) 的增广矩阵为 (A,b). 因为

rankA ⩽ rank(A, b) ⩽ rank

A b

bT 0

 = rankB = rankA.

于是有 rankA = rank(A, b) , 所以方程组 (I) 有解.

逆命题不成立. 例如，线性方程组

x1 + 2x2 = 1,

3x1 + 4x2 = 3.

有解，这里

A =

1 2

3 4

 , B =


1 2 1

3 4 3

1 3 0

 .

易知 rankA = 2, rankB = 3 , 所以 rankA ̸= rankB.

57



高等代数典型问题与方法 3.4 非齐次线性方程组

例 3.69 (武汉大学,2005 年) 设 A 是 m×n 矩阵，β = (b1, b2, · · · , bm)T 是 m 维列向量，证明下述命

题相互等价:

(1) 线性方程组 Ax = β 有解；

(2) 齐次方程组 ATx = 0 的任一解 (x1, x2, · · · , xm)T 必满足 x1b1 + x2b2 + · · ·+ xmbm = 0

(3) 线性方程组
(
AT)x =

0

1

 无解，其中 0 是 n 维零向量

证 采用循环证法: (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1)

(1)⇒(2). 设 Aξ = β,x = (x1, x2, · · · , xm)
T , 且 ATx = 0 , 则 βTx = ξTATx = 0 ，即

x1b1 + x2b2 + · · ·+ xmbm = 0.

(2)⇒(3). 若方程组 ATx = 0 的任一解 x 都使得 βTx = 0 , 则 ATx = 0 与
(
AT)x = 0 同解，因而

方程组
(
AT)x =

0

1

 无解.

(3)⇒(1). 若线性方程组
(
AT)x =

0

1

 无解，则 rank
(

AT

βT

)
< rank

(
AT...0

)
，即

rank(A, β) < rank

A 1
2
β

0 1

 ⩽ rank

A

0

+ rank

β

1

 = rankA+ 1,

故 rank A ⩽ rank(A, β) ⩽ rankA ，于是有 rankA = rank(A,β) , 方程组 Ax = β 有解.
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例 3.70 (北京师范大学，1998 年) 证明: 含有 n 个未知量 n+1 个方程的线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

an+1,1x1 + an+1,2x2 + · · ·+ an+1,nxn = bn+1.

有解的必要条件是

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

an1 an2 · · · ann bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. ( 1⃝)

这个条件充分吗？若这个条件充分，则给出一个证明; 若你认为不是充分条件，请举出反例

解 据题设方程组有解，所以其系数矩阵 A 的秩 (≤ n) 等于增广矩阵 A 的秩，于是有 detA = 0 ，

即条件 1⃝成立. 反之，条件 1⃝不是充分的，例如: 对于 n = 2 时的方程组


x1 + x2 = 1,

x1 + x2 = 2,

2x1 + 2x2 = 3,

显然，条件 1⃝成立，但方程组无解

例 3.71 (北京大学,2001 年) 设 ω 是复数域 C 上的本原 n 次单位根 (即 ωn = 1 , 而当 0 < t < n 时，

ωt ̸= 1 ,s,b 都是正整数，且 s<n. 令

A =


1 ωb ω2b · · · ω(n−1)b

1 ωb+1 ω2(b+1) · · · ω(n−1)(b+1)

...
...

...
...

1 ωb+s−1 ω2(b+s−1) · · · ω(n−1)(b+s−1)

 ,

任取 β ∈ Cs , 判断线性方程组 AX = β 有无解？有多少解？写出理由.

解 显然，A 的前 s 列所构成的子式 D 是一个 Vandermonde 行列式，所以

D =
∏

0⩽j<i⩽s−1

(
ωb+i − ωb+j

)
.
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据题设条件可知 ωb, ωb+1, · · · , ωb+s−1 是 s 个两两不等的复数，所以 D ̸= 0. 因此，rankA = s , 且

∀β ∈ Cs, rank(A,β) = s < n. 这就表明，n 元线性方程组 AX = β 有解，且有无穷多解.

例 3.72 (北京理工大学,2003 年) 设复数 ω 满足 ωn = 1 , 但对 0 < k < n, ωk ̸= 1 令

A =


1 ωt ω2t · · · ω(n−1)t

1 ωt+1 ω2(t+1) · · · ω(n−1)(t+1)

...
...

...
...

1 ωt+s−1 ω2(t+s−1) · · · ω(n−1)(t+s−1)

 ,

这里 s,t 都是正整数，且 s<n. 任取 s×1 复矩阵 b 和 n×1 复矩阵 c, 分别讨论线性方程组 AX = b 和

ATY = c 的解的情况

解 根据上一题的解答，rank A = s , 且 ∀b ∈ Cs, rank(A, b) = s. 所以方程组 AX = b 有解，且有

无穷多解.

另一方面，rank AT = s.设W ⊂ Cn 是由 AT 的列向量组所张成的子空间，∀c ∈ Cn 若 c ∈ W ,则

rank(AT, c) = rankAT = s，所以线性方程组ATY = c有唯一解；若 c /∈ W ，则 rankAT < rank(AT, c)

, 此时方程组 ATY = c 无解.
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例 3.73 (北京大学,1991 年) 已知 D = |aij |n×n ̸= 0. 试证明: 线性方程组

(I)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn = d.

与

(II)



a11x1 + a21x2 + · · ·+ an1xn = c1,

a12x1 + a22x2 + · · ·+ an2xn = c2,

· · · · · · · · · · · ·

a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ annxn = cn,

b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = d.

或都有唯一解，或都没有解

证 令 A = (aij)n×n , 则 rankA = n. 又记 β = (b1, b2, · · · , bn)T,γ = (c1, c2, · · · , cn)T , 则方程组 (I)

和 (II) 的增广矩阵分别为

B =

A β

γT d

 与 BT =

AT γ

βT d

 .

注意到 (I) 和 (II) 的系数矩阵的秩均等于 n, 且 B −→

A β

0 d− γTA−1β

 , 于是有:

若 d = γTA−1β , 则 rankB = rank(BT) = n , 此时方程组 (I) 和 (II) 都有唯一解；

若 d ̸= γTA−1β , 则 rank.B = rank(BT) = n+ 1 , 此时方程组 (I) 和 (II) 都没有解
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例 3.74 (重庆大学,2005 年) 设 A 为 n 阶方阵 A∗ = (Aij) 为 A 的伴随矩阵且 A11 ̸= 0 又设 b ̸= 0

为 n 维列向量. 证明: AX = b 有无穷多个解 ⇔ b 是 A∗X = 0 的解.

证 （⇒）设 AX = b 有无穷多个解，则 rank A = rank(A, b) < n , 所以 |A| = 0 因此，A∗b =

A∗AX = |A|X = 0 , 即 b 是 A∗X = 0 的解.

(⇐) 设 b ̸= 0 是 A∗X = 0 的解，则 rankA∗ < n. 又 A∗ ̸= O , 所以 rankA∗ = 1 , 从而有

rankA = n − 1 , 且 A∗A = |A|E = O ，即 A 的列向量组是 A∗X = 0 的解. 又 A∗X = 0 的基础

解系含 n−1 个解，所以 b 可由 A 的列向量组线性表示，这就表明 rankA = rank(A, b) < n , 于是

AX = b 有无穷多个解.

例 3.75 (四川大学,2000 年) 设 A 是一个 n 阶方阵 , A∗ 是 A 的伴随矩阵，且存在 n 维非零列向量

ααα 满足 Aα = 0 证明: 非齐次线性方程组 A∗X = α 有解 ⇔ rankA = n− 1

证 因为齐次方程组 AX = 0 有非零解 ααα. 所以 rank A < n , 从而 rankA∗ ⩽ 1

(⇒) 设 A∗X = α 有解，则 A∗ ̸= O , 故 rank A∗ = 1 . 因此 rank A = n− 1

(⇐) 设 rank A = n− 1 , 则 rankA∗ = 1 , 且 AA∗ = |A|E = O , 即 A∗ 的列向量组是齐次线性

方程组 AX = 0 的解. 又 Aα = 0 , 所以 α 构成 AX = 0 的基础解系，这就表明 A∗ 的列向量组可由

ααα 线性表示，于是 A∗X = α 有解.

例 3.76 (华东师范大学,2005年)设 γ0是数域 K上非齐次线性方程组 AX = B的特解，η1, η2, · · · , ηs
是该方程组的导出组的基础解系，则以下命题中错误的是 ( ).

(A) γ0, γ0 − η1, γ0 − η2, · · · , γ0 − ηs 是 AX=B 的一组线性无关解向量；

(B) AX = B 的每个解均可表为 γ0, η1, 2η2, · · · , sηs 的线性组合；

(C) 2γ0 + η1 + η2 + · · ·+ ηl 是 AX = B 的解；

(D) AX = B 的每个解均可表为 γ0, γ0 + η1, γ0 + η2, · · · , γ0 + ηs 的线性组合.

解 选项 (A)(B) 显然正确. 选项 (D) 也正确，这是因为 AX=B 的每个解均可表为

X = γ0 +
s∑

j=1

kjηj = (1−
s∑

j=1

kj)γ0 +
s∑

j=1

kj(γ0 + ηj).

故只有选项 (C) 是错误的. 事实上，因为 2γ0 不是 AX = B 的特解，而 η1 + η2 + · · ·+ ηs 是导出组

AX = 0 的解，所以 2γ0 + η1 + η2 + · · ·+ ηs 不是 AX = B 的解.
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例 3.77 (上海大学,2005 年) 设 β 是非齐次线性方程组 Ax = b 的一个解，α1 α2, · · · , αn−r 是其导

出组的一个基础解系. 求证:

(1) α1, α2, · · · , αn−r, β 线性无关；

(2) β +α1,β +α2, · · · ,β +αn−r,β 也线性无关.

证 （1）据题设有 Aβ = b ̸= 0 , 且 Aαj = 0, j = 1, 2, · · · , n− r. 设

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kn−rαn−r + k0β = 0.

对上式两边左乘 A，得

n−r∑
j=1

kjAαj + k0Aβ = 0, 即 k0b = 0.

因为 b ̸= 0 , 所以 k0 = 0 , 从而有

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kn−rαn−r = 0.

由于 α1, α2, · · · , αn−1 线性无关，可得 k1 = k2 = · · · = kn−r = 0. 因此 α1, α2, · · · , αn−r, β 线性无关.

(2) 设

k1 (β +α1) + k2 (β +α2) + · · ·+ kn−r (β +αn−r) + k0β = 0,

则

(k0 + k1 + · · ·+ kn−r)β + k1α1 + k2α2 + · · ·+ kn−rαn−r = 0.

由 (1) 已证得的结论 β,α1,α2, · · · ,αn−r 是线性无关的，所以

k0 + k1 + · · ·+ kn−r = 0, k1 = k2 = · · · = kn−r = 0.

从而 k1 = k2 = · · · = kn−r = k0 = 0 因此 β +α1,β +α2, · · · ,β +αn−r,β 线性无关.
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例 3.78 (武汉大学,2015 年) 设 A 为数域 F 上的 m×n 矩阵，b 为 Fm 中的非零列向量,rank A =

rank(A, b) = r < n. 又设 S 为非齐次线性方程组 Ax = b 的解集合. 证明:

(1) S 中必存在 n-r+1 个线性无关的向量 η1, η2, · · · , ηn−r+1;

n-r+1 n-r+1 (2) β ∈ S 的充分必要条件是存在 ki ∈ F (1 ⩽ i ⩽ n − r + 1),
∑n

i=1 ki = 1 , 使得

β =
∑n

i=1 kiηi 4

证 （1）因为 rankA = rank(A, b) = r < n，所以非齐次方程组 Ax = b有解 η,齐次方程组 Ax = 0

有基础解系 ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 容易证明:

η, η + ξ1, η + ξ2, · · · , η + ξn−r

是方程组 Ax=b 的 n-r+1 个线性无关的解. 记这个向量组为 η1, η2, · · · , ηn−r+1 即得所证.

(2) 充分性显然，只证必要性. 设 β ∈ S , 由于

η2 − η1,η3 − η1, · · · ,ηn−r+1 − η1

是线性无关的，因而是 Ax=0 的基础解系. 故有

β = η1 + k2(η2 − η1) + k3(η3 − η1) + · · ·+ kn−r+1(ηn−r+1 − η1)

=

(
1−

n−r+1∑
i=2

ki

)
η1 + k2η2 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1

= k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1,

n-r+1 n-r+1 其中 k1 = 1−
∑n+∞

i=2 ki , 因而
∑n

i=1 ki = 1.

例 3.79 (厦门大学,2003 年) 设 A 是数域 F 上的 m×n 矩阵，b 是 F 上的 m 维非零列向量，η 是

线性方程组 AX = b 的一个解 ξ1, ξ2, · · · , ξs 是对应的齐次线性方程组 AX=0 的一个基础解系. 求证:

η,η + ξ1,η + ξ2, · · · ,η + ξs 是 AX = b 的全体解集合的一个极大线性无关组.

证 首先，η,η + ξ1,η + ξ2, · · · ,η + ξ, 显然都是 AX=b 的解. 其次，设

k0η + k1(η + ξ1) + k2(η + ξ2) + · · ·+ ks(η + ξs) = 0,

则有 (
∑s

i=0 ki)η +
∑s

i=1 kiξi = 0. 两边左乘 A, 注意到 η 是 AX=b 的解 ξ1, ξ2, · · · , ξs 是 AX = 0

的解, 那么 (
∑s

i=0 ki) b = 0,
∑s

i=0 ki = 0. , 从而有
∑s

i=1 kiξi = 0 因为 ξ1, ξ2, · · · , ξs 线性无关，所以

k1 = k2 = · · · = ks = 0 , 进而 k0 = 0 因此 η,η + ξ1,η + ξ2, · · · ,η + ξs 线性无关.

另一方面,若 γ 是 Ax = b的解，则 γ−η 是导出组 Ax = 0的解，所以存在 ki ∈ F, i = 1 2, · · · , s

, 使得 γ − η =
∑s

i=1 kiξi ，于是

64



高等代数典型问题与方法 3.4 非齐次线性方程组

γ = η +

s∑
i=1

kiξi =

(
1−

s∑
i=1

ki

)
η +

s∑
i=1

ki (η + ξi) .

因此 η,η + ξ1,η + ξ2, · · · ,η + ξ 是 AX=b 的解集合的一个极大无关组

例 3.80 (南京航空航天大学,2016 年) 已知非齐次线性方程组


x1 + x2 + x3 + x4 = −1,

4x1 + 3x2 + 5x3 − x4 = −1,

ax1 + x2 + 3x3 + bx4 = 1

有三个线性无关的解

(1) 证明方程组系数矩阵 A 的秩为 2;

(2) 求 a,b 的值；

(3) 求方程组在超平面 x3 − x4 = 0 上的模 (长度) 最小的特解

解 （1）设 ξ1, ξ2, ξ3 是方程组的三个线性无关的解，则 ξ1 − ξ2, ξ1 − ξ3 是对应的齐次方程组 Ax = 0

的两个解. 易证: ξ1 − ξ2, ξ1 − ξ3 是线性无关的，因此 Ax = 0 的解空间的维数为 4− rankA ⩾ 2 , 即

rankA ⩽ 2. 又 A 中有二阶子式不为 0, 可知 rankA ⩾ 2. 所以 rank A =2.

(2) 对方程组的增广矩阵 A 施行初等行变换，得

A =


1 1 1 1 1

2
− 1

4 3 5 −1 1
2
− 1

a 1 3 b 1
2

1

→


1 0 2 −4 1

2
2

0 1 −1 5 1
2
− 3

0 0 4− 2a 4a+ b− 5 1
2
4− 2a

 = B.

因为方程组有解，rankA = rankA = 2 , 所以 4− 2a = 0, 4a+ b− 5 = 0. 解得 a = 2, b = −3

(3) 此时, 有 B =


1 0 2 −4

... 2

0 1 −1 5
... −3

0 0 0 0
... 0

 , 可得原方程组的通解为

x = (2,−3, 0, 0)T + k1(−2, 1, 1, 0)T + k2(4,−5, 0, 1)T

= (2− 2k1 + 4k2,−3 + k1 − 5k2, k1, k2)
T,

其中 k1, k2 为任意常数. 因此，方程组在超平面 x3 − x4 = 0 上的解为

x = (2 + 2k1,−3− 4k1, k1, k1)
T.
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由于 ∥x∥2 = 22k2
1 + 32k1 + 13 易知，当 k1 = − 8

11
时，模 x| 取最小值. 此时，方程组的解为

x =

(
6

11
,− 1

11
,− 8

11
,− 8

11

)T

例 3.81 (南开大学,2009 年) 设 A = (aij)n×n ,B = (bij)n×n 为数域 P 上的 n 阶方阵，满足条件

bij = bi−jaij , 其中 b 为一非零常数. 作线性方程组 (I):AX=C 及 (Π) : BX = D. 试证明方程组 (I)

对任何 C ∈ Pn×1 有解当且仅当方程组 (II) 对任何 D ∈ Pn×1 有解.

证 据题设易知 HA = BH , 其中 H = diag (1, b, · · · , bn−1) . 因为 H 是可逆矩阵，所以 rank A =

rank B.

如果方程组 (I) 对任何 C ∈ Pn×1 有解, 那么取 C = εi 单位矩阵 E 的第 i 列), 设 (I) 的解为

Xi ∈ Pn×1, i = 1, 2, · · · , n , 于是有

A(X1, X2, · · · , Xn) = (ε1, ε2, · · · , εn) = E.

因此 A 为可逆矩阵，即 rank A = rankB = n. 此时，∀D ∈ Pn×1 , 有 rank(B,D) = rankB = n , 故

方程组 (II) 有解.

同理可证, 若方程组 (II) 对任何 D ∈ Pn×1 有解，则方程组 (I) 对任何 C ∈ Pn×1 也有解.
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3.5 综合性问题

例 3.82 设 α1 =


a1

a2

a3

 ,α2 =


b1

b2

b3

 ,α3 =


c1

c2

c3

 (其中 a2i + b2i ̸= 0, i = 1, 2, 3) ，则 3 条直线

a1x+ b1y + c1 = 0, a2x+ b2y + c2 = 0, a3x+ b3y + c3 = 0

相交于一点的充分必要条件是 ( )

(A) α1, α2, α3 线性相关 (B) α1,α2,α3 线性无关

(C) rank (α1,α2,α3) = rank (α1,α2) (D) α1, α2, α3 线性相关，α1,α2 线性无关

解 记

A = (α1,α2,α3) =


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 , A = (α1,α2) =


a1 b1

a2 b2

a3 b3

 .

所给 3 条直线相交于一点 ⇔ 线性方程组


a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0,

a3x+ b3y + c3 = 0,

即


a1x+ b1y = −c1,

a2x+ b2y = −c2,

a3x+ b3y = −c3

有唯一解 ⇔ rankA = rankA = 2 ，即 rank(α1,α2,α3) = rank(α1,α2) = 2 故向量组 α1,α2,α3 线

性相关，而 α1,α2 线性无关. 因此应选 (D).

选项 (A)(B) 显然不正确，而 (C) 只是必要条件，但不是充分条件 (因为秩可为 1 或 2).

例 3.83 (南京理工大学,2010 年; 重庆大学,2006 年) 已知平面上三条不同直线的方程分别为

l1 : ax+ 2by + 3c = 0,

l2 : bx+ 2cy + 3a = 0,

l3 : cx+ 2ay + 3b = 0.

证明这三条直线交于一点的充分必要条件为 a+ b+ c = 0

证 必要性. 设三直线 l1, l2, l3 交于一点 (x0, y0) ，则线性方程组
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
ax+ 2by + 3cz = 0,

bx+ 2cy + 3az = 0,

cx+ 2ay + 3bz = 0

有非零解 (x0, y0, 1) , 其系数矩阵的行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 2b 3c

b 2c 3a

c 2a 3b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6(a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc

)

= −3(a+ b+ c)
[
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

]
= 0,

但 (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 ̸= 0 , 故 a+ b+ c = 0.

充分性. 由 a+ b+ c = 0 及上述证明可知，|A| = 0 , 故向量组

α1 =


a

b

c

 ,α2 =


2b

2c

2a

 ,α3 =


3c

3a

3b


线性相关，而向量组 α1, α2 线性无关. 所以 ααα3 可由 α1,α2 唯一地线性表示，即线性方程组


ax+ 2by + 3c = 0,

bx+ 2cy + 3a = 0,

cx+ 2ay + 3b = 0

有唯一解，即三直线 l1, l2, l3 交于一点.

例 3.84 设直线 L1 与 L2 的一般方程为

L1 :

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

L2 :

A3x+B3y + C3z +D3 = 0,

A4x+B4y + C4z +D4 = 0,

( 1⃝)

2⃝

请给出并证明 L1 与 L2 平行 (但不重合) 的充分必要条件

解 设 ξ1 与 ξ2 分别是直线 L1 与 L2 的方向向量，令 P 与 QQQ 分别为线性方程组
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

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

A3x+B3y + C3z +D3 = 0,

A4x+B4y + C4z +D4 = 0

( 3⃝)

的系数矩阵与增广矩阵，则 L1 ∥ L2 但不重合)⇔rank P=2 且 rank Q=3. 兹证明如下:

必要性. 设 L1 ∥ L2 但不重合)，则 ξ1//ξ2 , 且方程组 3⃝无解，rank P<rank Q. 注意到方程

组 1⃝与 2⃝对应的齐次方程组的解空间分别是 L(ξ1) 与 L(ξ2) ，所以方程组 3⃝对应的齐次方程组的解空

间 W = L(ξ1) ∩ L(ξ2) = L(ξ1) . 因此，有

rankP = 3− dimW = 3− dimL(ξ1) = 2,

从而有 rank Q=3.

充分性. 设 rank P=2,rank Q=3, 则方程组 3⃝无解. 所以 L1 与 L2 无公共点. 又因为

dimW = 3− rankP = 1,

且 W ⊆ L(ξ1),W ⊆ L(ξ2) , 所以 L(ξ1) = W = L(ξ2) , 这表明 ξ1//ξ2 . 因此 L1//L2 (但不重合).

例 3.85 (大连理工大学,2007 年; 重庆大学,2004 年) 设

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


为实数域上的矩阵，证明:

(1) 如果 |aii| >
∑

j ̸=i |aij | , i = 1, 2, · · · , n ，那么 detA ̸= 0 .

(2) 如果 aii >
∑

j ̸=i |aij | , i = 1, 2, · · · , n. ，那么 detA > 0.

证 （1）用反证法. 假设 detA=0, 则齐次线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0
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必有非零解 (c1, c2, · · · , cn) . 设

|ck| = max {|c1| , |c2| , · · · , |cn|} ,

则 |ck| ̸= 0 将 (c1, c2, · · · , cn) 代入原方程组，其中第 k 个等式为

ak1c1 + ak2c2 + · · ·+ akkck + · · ·+ akncn = 0,

即

akkck = −ak1c1 − · · · − ak,k−1ck−1 − ak,k+1ck+1 − · · · − akncn,

所以

|akk| ⩽
∑
j ̸=k

|akj |
∣∣∣∣ cjck
∣∣∣∣ ⩽∑

j ̸=k

|akj |.

此与题设不等式矛盾. 因此 detA ̸= 0.

(2) 将矩阵 A 的元素 (对角元除外) 都乘 t, 构造如下行列式:

f(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ta12 · · · ta1,n−1
ta1n

ta21 a22 · · · ta2,n−1
ta2n

...
...

...
...

tan−1,1 tan−1,2 · · · an−1,n−1 tan−1n

tan1 tan2 · · · tan,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

对任意 t ∈ [0, 1] , 显然有

aii >
∑
j ̸=i

|aij | ⩾
∑
j ̸=i

|taij | , i = 1, 2, · · · , n,

所以 f(t) ̸= 0 参见第 (1) 题的结论).

此外，f(t) 展开后是 t 的一个连续实函数，且 f(0) = a11a22 · · · ann > 0 及 f(1) = detA

若 f(1) = detA < 0 , 则由连续函数的介值定理知，必存在 t0 ∈ (0, 1) , 使得 f(t0) = 0 , 此与上

面结论矛盾. 因此 f(1) = detA > 0
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例 3.86 (汕头大学,2004 年) 设 A1 为 1 × n 矩阵 A1 ̸= O 如 A1x = 0 有非零解，取其中一个 α1 ,

令 A2 =
(
A1

αT
1

)
, 其中 αT

1 表示 α1 的转置. 如 A2x = 0 有非零解，再取其中一个 α2 , 令 A3 =

A2

αT
2


, 如此得 A1, A2, · · · , 直到 Arx = 0 只有零解为止. 问是否存在 A1 , 使得 A1, A2, · · · 为无穷序列？为

什么？若序列有限, 可否确定 r 的上界？(若能确定, 则给出上界.)

解 若 A1 为复数矩阵, 则存在 A1 ̸= O , 使得 A1, A2, · · · 为无穷序列. 例如，取 1 × n 矩阵 A1 =

(1, 1, 0, · · · , 0) , 以及 αT
1 = αT

2 = · · · = (1, 1, 0, · · · , 0) , 其中 i =
√
−1 为虚数单位，则 A1, A2, · · · 是

满足所述条件的无穷序列.

若 A1 为实数矩阵，则不存在 A1 ̸= O , 使得 A1, A2, · · · 为无穷序列. 此时，r 的上界为 n. 下面

用归纳法证明: 对任意正整数 r ≤ n , 且 rank Ar = r. 事实上，当 r = 1 时，显然 rank A1 = 1 假设

rank Ar = r < n , 即 rank(AT
r ) = r , 则 AT

r 的列向量组 α0 = AT
1 ,α1, · · · ,αr−1 线性无关. 设 αααr 是

Arx = 0 的非零解，即 Arαr = 0 , 则根据 A, 的构造可知 αT
j αr = αT

r αj = 0, j = 0, 1, · · · , r− 1 . 考

虑

k0α0 + k1α1 + · · ·+ kr−1αr−1 + krαr = 0,

对上式两边同时左乘 αT
r , 得 k,αT

r αr = 0 , 由于 αr ̸= 0 , 所以 kr = 0 , 代入上式并利用

α0, α1, · · · , αr−1 的线性无关性，得 k0 = k1 = · · · = kr−1 = 0. 因此 α0, α1, · · · , αr−1, αr 线性无

关，从而 rank(Ar+1) = r + 1 可见 An−1x = 0 有非零解，而 Anx = 0 只有零解. 这就证明了对于任

意 1× n 实矩阵 A1 ̸= O, A1 A2, · · · , An 当 r=n 时是满足条件的序列.

例 3.87 (浙江大学,2001 年) 设 A 为 m×n 实矩阵,b 是 m×1 矩阵

(1) 证明: rank(ATA) = rankA ;(苏州大学,2012 年)

(2) 设 x = (x1, x2, · · · , xn)
T , 证明: 线性方程组 ATAx = ATb 有解.(华东师范大学,2014 年）

证 （1）显然，齐次方程组 Ax = 0 的解必为 ATAx = 0 的解. 反之, 设 X 为 ATAx = 0 的解，

可取实的 n 维向量，则 XTATAX = 0. 令 AX = Y = (y1, y2, · · · , yn)T , 那么 Y TY = 0 , 即

y21 + y22 + · · ·+ y2n = 0. 注意到 Y 是实向量，所以 y1 = y2 = · · · = yn = 0 , 即 AX = 0

由此可见，齐次线性方程组 ATAx = 0 与 Ax = 0 同解，具有相同的解空间. 于是

n− rank(ATA) = n− rankA, 即 rank(ATA) = rankA.

(2) 考虑方程组 ATAx = ATb 的增广矩阵，由于
(
ATA,ATb

)
= AT (A, b) , 所以

rank
(
ATA

)
⩽ rank

(
ATA,ATb

)
⩽ rank

(
AT) = rankA.
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利用 (1) 的结论，有 rank(ATA,ATb) = rank(ATA) . 因此，方程组 ATAx = ATb 有解.

注 对于复矩阵 A, 结论不成立. 例如: A =

1 i

i −1

 , b =

1

0

 ，则 ATA = O,ATb =
(
1
i
)

. 显然，

rank
(
ATA

)
̸= rankA , 且 ATAx = ATb 无解. 此外, 第 8 章例 8.22 给出了 (1) 的另一证明.

例 3.88 设 f ∈ C1 [x0, x2] , x0 < x1 < x2 , 问是否存在次数不超过 2 的多项式 P (x) , 满足

P (x0) = f(x0), P ′(x1) = f ′(x1), P (x2) = f(x2)?

若存在，则求出所有的 P (x) ; 若不存在，则给出一个反例

解 设 P (x) = a+ bx+ cx2 , 则由条件有


a+ x0b+ x2

0c = f(x0),

b+ 2x1c = f ′(x1),

a+ x2b+ x2
2c = f(x2).

因此，多项式 P (x) 存在当且仅当上述关于 a,b,c 的非齐次线性方程组有解

对方程组的增广矩阵 (A,β) 施行初等行变换，得

(A,β) =


1 x0 x2

0

...f (x0)

0 1 2x1

...f (x1)

1 x2 x2
2

...f (x2)

 −→


1 x0 x2

0

...f (x0)

0 1 2x1

...f (x1)

0 0 h
...
...k

 ,

其中 h = x0 + x2 − 2x1, k = f(x0)−f(x2)
x0−x2

− f ′(x1) . 下面分三种情形讨论:

(1) 若 h ̸= 0 , 则 rank A=3, 此时方程组有唯一解. 继续作初等行变换，得

(A,β) −→



1 0 0
... x0f (x2)− x2f (x0)︸ ︷︷ ︸

x0−x2

+kx0x2

h

0 1 0
... f ′ (x1)︸ ︷︷ ︸

h

− 2kx1

h

0 0 1
... k︸︷︷︸

h


,

由此可得 a = x0f(x2)−x2f(x0)
x0−x2

+ kx0x2

h
, b = f ′(x1)− 2kx1

h
, c = k

h
.

(2) 若 h = k = 0 , 则 rankA = rank(A, β) = 2 , 方程组有无穷多解. 此时，有

(A,β) −→


1 0 −x0x2

...f (x0)− x0f
′ (x1)

0 1 2x1

... f ′ (x1)

0 0
... 0

 ,
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因此，方程组的通解为

(a, b, c) = (x0x2,−2x1, 1)t+ (f(x0)− x0f
′(x1), f

′(x1), 0)

其中 t 为任意常数.

(3) 若 h = 0 且 k ̸= 0 , 则 rankA = 2, rank(A, β) = 3 ，所以方程组无解，即多项式 P (x) 不存在.

例如，考虑 f(x) = sinx, x0 = 0, x1 = π
4
, x2 = π

2
, 则 h = 0, k = 2

π
−

√
2
2

̸= 0. 若存在满足条件的

多项式 P (x) = a+ bx+ cx2 , 则只能 a=0, 且 2
π
=

√
2
2

, 矛盾. 因此，P (x) 不存在.

例 3.89 (四川大学,2006 年) 设线性方程组 AX = β 有解, 其中 A = (aij)m×n 是数域 F 上的矩阵

X = (x1, x2, · · · , xn)
T,β = (b1, b2, · · · , bm)T 对于某个 k(1 ⩽ k ⩽ n) , 证明: 该方程组的任意解的第 k

个分量都为 0 的充分必要条件是，划去增广矩阵 (A, β) 的第 k 列后秩要减少 1.

证 充分性. 把矩阵 A 按列分块为 A = (α1,α2, · · · ,αn) , 那么划去增广矩阵 (A,β) 的第 k 列后秩

要减少 1 就意味着 αααk 不能由 α1, · · · , αk−1, αk+1, · · · , αn, β 线性表示.

设 X0 = (c1, c2, · · · , cn)T
是方程组 AX = β 的任一解，其中 ck ̸= 0 , 则

β = AX0 = c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn =

n∑
i=1

ciαi,

αk =
1

ck
β +

∑
i ̸=k

(
− ci
ck

)
αi,

即 αk 可由 α1, · · · , αk−1, αk+1, · · · , αn, β 线性表示，矛盾. 因此 ck = 0

必要性. 方程组 AX = β 有解 ⇔rank A = rank(A,β) ⇔ β 可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示.

用反证法.假设划去增广矩阵 (A, β)的第 k列后秩不会减少，则划去 A的第 k列后秩也不变,这

就意味着 A 的第 k 列 αk 可由其余列 α1, · · · , αk−1, αk+1, · · · , αn 线性表示，设为

αk = l1α1 + · · ·+ lk−1αk−1 + lk+1αk+1 + · · ·+ lnαn. ( 1⃝)

对于方程组 AX = β 的任一解 X0 = (c1, c2, · · · , cn)T , 其中 ck = 0 , 有

β = c1α1 + · · ·+ ck−1αk−1 + ck+1αk+1 + · · ·+ cnαn. ( 2⃝)

于是，由 1⃝式和 2⃝式得

(l1 + c1)α1 + · · ·+ (lk−1 + ck−1)αk−1 −αk + (lk+1 + ck+1)αk+1 + · · ·+ (ln + cn)αn = β.

这就是说，X1 = (l1 + c1, · · · , lk−1 + ck−1,−1, lk+1 + ck+1, · · · , ln + cn)
T
是方程组 AX = β 的一个

解，且第 k 个分量为-1(不为零), 矛盾. 必要性得证.
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例 3.90 (华东师范大学,2008 年; 南昌大学,2013 年) 设 A 是数域 K 上的一个 m×n 矩阵，B 是一个

m 维非零列向量. 令

W = {α ∈ Kn} 存在 t ∈ K , 使得 Aα = tB

(1) 证明: W 关于 Kn 的运算构成 Kn 的一个子空间；

(2) 设线性方程组 AX=B 的增广矩阵的秩为 r, 证明 W 的维数 dimW = n− r + 1

(3) 对于非齐次线性方程组


2x1 − x2 + x3 + 3x4 = −1,

x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 2,

4x1 + 3x2 + 7x3 + x4 = 3,

求 W 的一个基.

解 （方法 1）（1）显然，W 包含 Kn 中的零向量，所以 W 是 Kn 的非空子集.

任取 α1, α2 ∈ W , 则存在 t1, t2 ∈ K , 使得 Aα1 = t1B,Aα2 = t2B. 所以

A (α1 +α2) = Aα1 +Aα2 = t1B + t2B = (t1 + t2)B.

故 α1 + α2 ∈ W. 又对任意 k ∈ K , 有

A (kα1) = kAα1 = (kt1)B,

所以 kα1 ∈ W. 因此，W 关于 Kn 的运算构成 Kn 的一个子空间.

(2) 若 rank A < rank(A,B) = r , 则 rankA = r − 1 , 且当 t ̸= 0 时非齐次方程组 AX = tB 无解.

因此 W 就是 AX=0 的解空间 S, 从而 dimW = n− rankA = n− r + 1

若 rankA = rank(A,B) = r , 则方程组 AX = tB 对任意 t ∈ K 都有解，故 AX=0 的解空间 S

是W的真子空间.因此，存在 α ∈ W, t ∈ K 且 t ̸= 0 ,使 Aα = tB 于是,有 A
(
1
t
α
)
= B ,即 1

t
α ∈ W

是 AX = B 的一个特解. 设 η1, η2, · · · , ηn−r 是齐次方程组 AX = 0 的基础解系，则 Aηj = 0(j = 1

，2, · · · , n− r) , 且 1
t
α, η1, η2, · · · , ηn−r 线性无关. 另一方面, 若 β ∈ W , 则 β, 1

t
α, η1, η2, · · · , ηn−r 线

性相关, 所以 dim W = n− r + 1

(3) 根据 (2) 的证明过程可知,W 的基可由 AX = B 的一个特解与 AX = 0 的一个基础解系构成.

对线性方程组 AX = B 的增广矩阵施行初等行变换，得
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
2 −1 1 3

... − 1

1 2 3 −1
...
... 2

4 3 7 1
... 3

 −−→


1 2 3 −1

...2

0 1 1 −1
...1

0 0 0 0
...0

 −−→


1 0 1 1

...0

0 1 1 −1
...1

0 0 0 0
...0

 .

因此,dim W = n− rank(A,B) + 1 = 3 , 并且可解得 W 的一个基为

ξ1 = (0, 1, 0, 0)T, ξ2 = (−1,−1, 1, 0)T, ξ3 = (−1, 1, 0, 1)T.

（方法 2)（1) 同方法 1.

(2) 考虑 n+1 元齐次线性方程组 (A,B)Y = 0 , 据题设, 其解空间 U 的维数为

dimU = (n+ 1)− rank(A,B) = n− r + 1.

任取 α ∈ W , 则存在 t ∈ K , 使 Aα = tB. 所以

 α

−t

 是齐次方程组 (A,B)Y=0 的解. 于是，存在

由 W 到 U 的映射

φ : α −→
(
α

−t

)
显然，φ : W → U 是一个双射. 又 ∀α1, α2 ∈ W 存在 t1, t2 ∈ K , 使得 Aα1 = t1B,Aα2 = t2B , 则

A (α1 + α2) = (t1 + t2)B.

所以

φ (α1 + α2) =

 α1 + α2

−t1 − t2

 =

 α1

−t1

+

 α2

−t2

 = φ (α1) + φ (α2) ,

φ (kα1) =

 kα1

−kt1

 = k

 α1

−t1

 = kφ (α1) .

这就表明，φ : W → U 是一个同构映射. 从而有 dim W = dimU = n− r + 1

(3) 由 (2) 的证明可知，W 与如下齐次线性方程组的解空间同构:


2x1 − x2 + x3 + 3x4 − x5 = 0,

x1 + 2x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 0,

4x1 + 3x2 + 7x3 + x4 + 3x5 = 0.

经直接计算，此方程组的一个基础解系为
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η1 = (0, 1, 0, 0,−1)T, η2 = (−1,−1, 1, 0, 0)T, η3 = (−1, 1, 0, 1, 0)T.

于是 η1, η2, η3 在映射 φ 下的原像为

ξ1 = (0, 1, 0, 0)T, ξ2 = (−1,−1, 1, 0)T, ξ3 = (−1, 1, 0, 1)T.

即为 W 的一个基

例 3.91 (华东理工大学,2001 年)（1）证明: 若 n 阶方阵 T = (tij) 主对角线上的元 tii 均不为零，则

存在向量 Y = (y1, y2, · · · , yn)T , 使 TY 的每个分量都不为零；

(2) 若线性方程组 Ax = 0 的一个解 x0 的各个分量都不为零，则称 x0 为 Ax = 0 的一个强非零解.

试证: Ax = 0 有强非零解的充分必要条件是 A 的任一列向量均可表示为其余列向量的线性组

合.

证 （1）不妨设 T = (tij) ∈ Fn×n , 考虑 n 维向量空间 Fn×1 的子空间

Wi =
{
Y ∈ Fn×1 | (ti1, ti2, · · · , tin)Y = 0

}
, i = 1, 2, · · · , n.

由 tii ̸= 0 知,dim Wi = n− 1 , 即 Wi 是 Fn×1 的真子空间. 根据第 5 章例 5.34, 存在 Y0 ∈ Fn×1 , 使

得 Y0/∈W1∪W{2∪…∪Wn.

因此，TY 0 的每个分量都不为零.

(2) 必要性. 设 A = (aij) ∈ Fn×n,η0 = (x1, x2, · · · , xn)
T
为 Ax = 0 的一个强非零解，把 A 按列

分块为 A = (α1,α2, · · · ,αn) , 则由 Aη0 = 0 得

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = 0.

对于 i = 1, 2, · · · , n , 因为 xi ̸= 0 , 所以

αi =

n∑
k=1
k ̸=i

(
−xk

xi

)
αk,

即 A 的任一列向量 αααi 均可表为其余列向量的线性组合

充分性. 由于 A = (α1,α2, · · · ,αn) 的任一列向量均可由其余列向量线性表示，故可设

αi =

n∑
k=1
k ̸=i

tkiαk, i = 1, 2, · · · , n.

现在, 记
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T =



1 −t12 −t13 · · · −t1,n−1 −t1n

−t21 1 −t23 · · · −t2,n−1 −t2n
...

...
...

...
...

−tn−1,1 −tn−1,2 −tn−1,3 · · · 1 −tn−1,n

−tn1 −tn2 −tn3 · · · −tn,n−1 1


,

则 AT = O 因为 T 的任一主对角元均不为零，所以存在 Y0 ∈ Fn×1 , 使得 TY 0 的每个分量都不为

零. 令 η0 = TY 0 , 则 Aη0 = ATY 0 = 0. 因此，ηηη0 是 Ax = 0 的一个强非零解.

例 3.92 把函数 x
ln(1+x)

展开成幂级数时得到

x

ln(1 + x)
= 1 + h1x+ h2x

2 + · · · .

证明: 展开式的系数 {hn} 可以用行列式表示为

hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

1 0 · · · 0 0

1
3

1
2

1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

1
n

1
n−1

1
n−2

· · · 1
2

1

1
n+1

1
n

1
n−1

· · · 1
3

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∆.

证 因为 ln(1 + x) = x− 1
2
x2 + 1

3
x3 − 1

4
x4 + · · ·+ (−1)n−1 xn

n
+ · · · , 所以

x

ln(1 + x)
=

1

1− 1
2
x+ 1

3
x2 − · · ·+ (−1)n−1 xn−1

n
+ · · ·

将此式与题设条件比较，得

(1 + h1x+ · · ·+ hnx
n + · · · )

(
1− 1

2
x+

1

3
x2 + · · ·+ (−1)

n−1 x
n−1

n
+ · · ·

)
= 1.

比较等式两端 x 同次幂的系数，得



h1 =
1

2
,

1

2
h1 − h2 =

1

3
,

1

3
h1 −

1

2
h2 + h3 =

1

4
,

· · · · · · · · · · · ·
1

n
h1 −

1

n− 1
h2 +

1

n− 2
h3 + · · ·+ (−1)n−1hn =

1

n+ 1
.
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这是关于未知数 h1, h2, · · · , hn 的线性方程组，根据 Cramer 法则，得 hn = Dn

D
, 其中

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0

1 −1 0 · · · 0 0

1 − 1
2

1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

1 − 1
n−2

1
n−3

· · · (−1)n−2 0

1 − 1
n−1

1
n−2

· · · (−1)n−2

2
(−1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 ,

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

2 −1 0 · · · 0

1 − 1
2

1 · · · 0
...

...
...

...

1 − 1
n−2

1
n−3

· · · (−1)n−2

1 − 1
n−1

1
n−2

· · · (−1)n−2

2

1 − 1
n−1

1
n−2

· · · (−1)n−2

2
1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)
n(n−1)

2 ∆,

于是 hn = (−1)
n(n−1)

2 ∆

(−1)
n(n−1)

2

= ∆

例 3.93 (南开大学,2006 年) 设 A 是 n 阶方阵，将 A 作分块 A =


A1 A2

A3 A4

 , 其中 A1, A4 分别

为 k 阶和 n-k 阶方阵 (1 ≤ k < n) , 已知 A4 为可逆矩阵. 又设 B = (b1, b1, · · · , bn)T 为一个列矩阵，

作线性方程组 AX=B, 其中 X = (x1, x2, · · · , xn)
T, x1, x2, · · · , xn 为未知数. 证明:

(1) 若 A1 −A2A
−1
4 A3 可逆，则线性方程组有唯一解；

(2) 设 B1 = (b1, b2, · · · , bk)T
,B2 = (bk+1, bk+2, · · · , bn)T

,B3 = B1 − A2A
−1
4 B2. 若

rank (A1− A2A
−1
4 A3,B3) = rank

(
A1 −A2A

−1
4 A3

)
< k ，则线性方程组有无穷多个

解；若 rank
(
A1 −A2A

−1
4 A3 B3) > rank

(
A1 −A2A

−1
4 A3

)
, 则线性方程组无解.

证 （1）对增广矩阵施行初等行变换，把第二行左乘 −A2A
−1
4 加到第一行，得

(A,B) =

A1 A2

...B1

A3 A4

...B2

 −→

A1 −A2A
−1
4 A3 O

...B1 −A2A
−1
4 B2

A3 A4

...B2


因为 A1 −A2A

−1
4 A3 和 A4 均可逆，所以 |A| =

∣∣A1 −A2A
−1
4 A3

∣∣ |A4| ̸= 0 , 故 AX=B 有唯一解.

(2) 记 X1 = (x1, x2, · · · , xk)
T
,X2 = (xk+1, xk+2, · · · , xn)

T , 则 AX = B 与如下方程组同解:
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A1 −A2A
−1
4 A3 O

A3 A4

X1

X2

 =

B1 −A2A
−1
4 B2

B2

 ,

即


(
A1 −A2A

−1
4 A3

)
X1 = B3,

A3X1 +A4X2 = B2.

如果第一个方程有解 X1 , 代入第二个方程解得 X2 = A−1
4 (B2 − A3X1) , 那么原方程组有解 X. 于是,

若 rank
(
A1 −A2A

−1
4 A3,B3

)
= rank

(
A1 −A2A

−1
4 A3

)
< k , 意味着第一个方程有无穷多个解，则

原方程组 AX = B 有无穷多个解; 若 rank
(
A1 −A2A

−1
4 A3,B3

)
> rank

(
A1 −A2A

−1
4 A3

)
, 意味着

第一个方程无解，则原方程组 AX=B 无解.
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例 3.94 (北京师范大学，1991 年) 设有数域 F 上的两个线性方程组

(I)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

与

(II)



b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn = c1,

b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2nxn = c2,

· · · · · · · · · · · ·

bs1x1 + bs2x2 + · · ·+ bsnxn = cs.

若 (I) 有解，则 (II) 与 (I) 同解 ⇐⇒ Fn+1 中的两个向量组

α1 = (a11, a12, · · · , a1n, b1),

α2 = (a21, a22, · · · , a2n, b2),

· · · · · · · · · · · ·

αm = (am1, am2, · · · , amn, bm)

与

β1 = (b11, b12, · · · , b1n, c1),

β2 = (b21, b22, · · · , b2n, c2),

· · · · · · · · · · · ·

βs = (bs1, bs2, · · · , bm, cs)

等价.

证 记 A = (aij)m×n ,B = (bij)n×n , ξ = (b1, b2, · · · , bm)
T
,η = (c1, c2, · · · , cs)T

,X = (x1

x2, · · · , xn)
T , 则线性方程组 (I) 与 (II) 分别为 AX = ξ,BX = η. 又用 W1,W2 分别表示 (I) 与 (II)

的导出组 AX = 0, BX = 0 的解空间. 据题设，方程组 (I) 有解，所以

rankA = rank(A, ξ) = rank(α1,α2, · · · ,αm).

必要性. 设 (II) 与 (I) 同解, 那么
(
A
B

)
X =

(
ξ
η

)
也与 (I) 同解，且 W2 = W1,

(
A
B

)
X = 0 的解空间也等

于 W1 . 因此 rank B = rank(B,η) = rank(β1,β2, · · · ,βs) , 且

rank
(A...ξ

B
...η

)
= rank

(
A

B

)
= n− dimW1 = rankA = rankB,

即

rank(α1, · · · ,αn,β1, · · · ,βs) = rank(α1,α2, · · · ,αn) = rank(β1,β2, · · · ,βs).
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所以向量组 α1, α2, · · · , αm与β1, β2, · · · , βs 等价.

充分性. 设 X0 = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Fn 是方程组 (I) 的解，即 AX0 = ξ , 则有

n∑
j=1

aijxj = bi, ∀i = 1, 2, · · · ,m. ( 1⃝)

因为 α1, α2, · · · , αm 与 β1,β2, · · · ,βs 等价，所以任意 βi 都可由 α1, α2, · · · , αm 线性表示. 特别，对

于 β1 , 存在 k1, k2, · · · , km ∈ F , 使得 k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = β1 , 即



a11k1 + a21k2 + · · ·+ am1km = b11,

a12k1 + a22k2 + · · ·+ am2km = b12,

· · · · · · · · · · · · · · ·

a1nk1 + a2nk2 + · · ·+ amnkm = b1n,

b1k1 + b2k2 + · · ·+ bmkm = c1.

( 2⃝)

将 2⃝式的前 n 个等式依次乘 x1, x2, · · · , xn 后再相加，并利用 1⃝式以及 2⃝式的最后一个等式, 得

b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn = c1.

同理，对 β2, · · · ,βs 依次可得

b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2nxn = c2,

因此 X0 = (x1, x2, · · · , xn)
T
是方程组 (II) 的解.

反之, 若 X0 是方程组 (II) 的解，注意到任意 αααi 都可由 β1,β2, · · · ,βs 线性表示，则利用与上述

完全相同的方法可证 X0 是方程组 (I) 的解. 因此 (II) 与 (I) 同解.

例 3.95 (RMC 试题,2004 年) 设 a,b,c,d 是相差 1 的正整数,x,y,z,t 是实数, 满足 ax = bcd, by =

cda, cz = dab, dt = abc. 证明: 行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 1 1 1

1 −y 1 1

1 1 −z 1

1 1 1 −t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

证 将题设等式都取对数，得
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

−x ln a+ ln b+ ln c+ ln d = 0,

ln a− y ln b+ ln c+ ln d = 0,

ln a+ ln b− z ln c+ ln d = 0,

ln a+ ln b+ ln c− t ln d = 0.

这表明，(ln a, ln b, ln c, ln d)
T
是相应齐次方程组的一个非零解. 因此，该方程组系数矩阵


−x 1 1 1

1 −y 1 1

1 1 −z 1

1 1 1 −t


的行列式为零，即得所证

注 RMC 是 Romania Mathematical Competitions(罗马尼亚数学竞赛) 的缩写，在本书中主要包括

Romania National Olympiad 或 District Olympiad 等竞赛.

例 3.96 (北京大学,2019 年) 设 α1, α2, · · · , αm 是 Rn 中线性无关的列向量组，设 β1,β2, · · · ,βt 是

Rt 中线性无关的列向量组. 证明: 若存在实数 cij , i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , t, 使得

m∑
i=1

t∑
j=1

cijαiβ
T
j = O,

则系数 cij 全为零.

证 记 A = (α1,α2, · · · ,αm) ∈ Mn,m(R),B = (β1,β2, · · · ,βt) ∈ Mt,t(R),C = (cij) ∈ Mm,t(R) , 则

所给等式可用矩阵表示为 ACBT = O. 左乘 AT 并右乘 B, 得

(
ATA

)
C
(
BTB

)
= O. ( 1⃝)

因为 α1, α2, · · · , αm 线性无关，所以 A是列满秩矩阵.根据本章例 3.87，知 rank(ATA) = rankA = m

, 所以 ATA 是 m 阶可逆矩阵. 同理，BTB 是 t 阶可逆矩阵.

于是，对 1⃝式利用矩阵的消去律可得 C = 0 , 即 cij = 0(1 < i < m, 1 < j < t)

注 因为 A 列满秩，BT 行满秩，所以可直接由 ACBT = O 利用左、右消去律 (见第 4 章例 4.85)，

即得 C = O
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例 3.97 (华东师范大学,2003 年) 设 f(x), g(x) 为数域 K 上互素的多项式，C 为 K 上的 n 阶方阵

A = f(C), B = g(C) . 证明: 方程 ABX = O 的每一个解 X 均可唯一地表为 X = Y + Z 的形式, 其

中 Y,Z 分别为方程 BY = O 与 AZ = O 的解.

证 首先，根据题设有 (f(x), g(x)) = 1 , 所以存在 u(x), v(x) ∈ K[x] , 使得

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1.

于是, 有

u(C)f(C) + v(C)g(C) = En. ( 1⃝)

对于方程 ABX = O 的任一解 X0 , 将上式两边同时右乘 X0 , 得

X0 = u(C)f(C)X0 + v(C)g(C)X0 = Y0 + Z0,

其中 Y0 = u(C)AX0, Z0 = v(C)BX0

注意到 ∀p(x), q(x) ∈ K[x] , 易知 p(C)q(C) = q(C)p(C) . 所以

BY 0 = u(C)ABX0 = O,

AZ0 = v(C)ABX0 = O,

即 Y0, Z0 分别为 BY=O 与 AZ = O 的解.

下面再证分解的唯一性. 假设 X0 = Y1 + Z1 , 其中 Y 1,Z1 分别为 BY=O 与 AZ = O 的

解，则 Y 0 − Y 1 = Z1 − Z0 , 且 Y0 − Y1 是 BY = O 的解，而 Z1 − Z0 是 AZ = O 的解. 令

S = Y0 − Y1 = Z1 − Z0 , 则 BS = O,AS = O 于是，由 1⃝式可得

S = u(C)AS + v(C)BS = O.

所以 Y0 = Y1 且 Z0 = Z1 . 这就证明了分解的唯一性.

例 3.98 设 x1, x2, x3, x4是双曲线 xy=1上互异的 4点的横坐标，证明:若这 4点共圆,则 x1x2x3x4 =

1

证 设 4 点所在圆的方程为 x2 + y2 + 2Ax+ 2By + C = 0 , 其中 A,B,C ∈ R , 则

x2
i +

1

x2
i

+ 2Axi + 2B
1

xi

+ C = 0, i = 1, 2, 3, 4.

这是以 (1,2A,2B,C) 为非零解的齐次线性方程组，其系数行列式等于 0, 即
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 +

1

x2
1

x1
1

x1

1

x2
2 +

1

x2
2

x2
1

x2

1

x2
3 +

1

x2
3

x3
1

x3

1

x2
4 +

1

x2
4

x4
1

x4

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

将上述行列式按第一列拆项并化简，得

(
− 1

x1x2x3x4

+
1

x2
1x

2
2x

2
3x

2
4

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x3
1 x2

1 x1 1

x3
2 x2

2 x2 1

x3
3 x2

3 x3 1

x3
4 x2

4 x4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

注意到 4 阶 Vandermonde 行列式
∏

1⩽j<i⩽4(xi − xj) ̸= 0 ，所以 1
x1x2x3x4

+ 1
x2
1x

2
2x

2
3x

2
4
= 0 由此可解得

x1x2x3x4 = 1

注 本题的另一有效解法: 根据上述过程易知，x1, x2, x3, x4 是 4 次方程

t4 + 2At3 + ct2 + 2Bt+ 1 = 0

的所有根，利用根与系数的关系 (Vieta 定理)，即得 x1x2x3x4 = 1

例 3.99 设 A 是 m×n 矩阵，B 是 s×n 矩阵，WA 与 WB 分别是齐次线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0

的解空间，则 WA ⊆ WB 的充分必要条件是存在 s×m 矩阵 P 使得 PA=B.

证 充分性显然，只证必要性. 因为 WA ⊆ WB , 即方程组 Ax = 0 的解都是 Bx=0 的解，

所以 Ax = 0 与

A

B

x = 0 同解，因此 rankA = rank
(
A
B

)
. 令 rankA = r , 则存在 m 阶可逆

矩阵 P1 使得 P 1A =

A1

A2

 , 其中 A1 为 r × n 行满秩矩阵. 由 rank

A

B

 = r 可知 , A1 的行向量

是
(
A
B

)
的行向量组的一个极大无关组，故存在 s×r 矩阵 C，使得 B = CA1 . 取 s × m 矩阵 P =

(C,Os×(m−r))P1 , 则

PA =
(
C,Os×(m−r)

)(A1

A2

)
= CA1 = B.

注 本题与第 6 章例 6.36 是同一问题的代数特征和几何意义的两种不同表述
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例 3.100 (北京大学,2010 年) 设 A,B 是 n 阶实方阵, 满足 A = (B − 1
110

E)T(B + 1
110

E) . 证明: 对

任意的 n 维列向量 ξ , 线性方程组 AT(A2 +A)X = ATξ 必有解.

证 首先，根据本章例 3.87(2), 对任意 n 维列向量 ξξξ , 线性方程组
(
ATA

)
Y = ATξ 有解. 设 η 是

其中一个解，则 (ATA)η = ATξ. 下证方程组 (A+E)X = η 有解. 注意到其系数矩阵

A+E =

[
BTB +

(
1− 1

1102

)
E

]
+

1

110

(
BT −B

)
,

观察等式的右端，第一部分是实对称正定矩阵，第二部分是实反对称矩阵，其和的行列式大于 0(见第

9 章例 9.74)，即 |A+E| > 0 , 因此 rank(A+E) = n , 方程组 (A+E)X = η 有唯一解，设为 X0

, 则 (A+E)X0 = η. 于是, 有

AT (A2 +A
)
X0 =

(
ATA

)
(A+E)X0 =

(
ATA

)
η = ATξ,

即 X0 是原方程组的解.

注 对于复矩阵，例如 A =

 1 i

−i 1

 , ξ =

1

0

 , 则 ATA = O,ATξ =
(
1
i
)
，方程组无解.

例 3.101 设 a1, a2, · · · , an 为 n(n ⩾ 4) 个互不相同的实数. 求出下面具有 n 个未知元 n− 2 个方程

的线性方程组的通解:



x1 + x2 + · · ·+ xn = 0,

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

an−3
1 x1 + an−3

2 x2 + · · ·+ an−3
n xn = 0.

( 1⃝)

解 首先，因 a1, a2, · · · , an 各不相同，Vandermonde 行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an−2

a21 a22 · · · a2n−2

...
...

...

an−3
1 an−3

2 · · · an−3
n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽j<i⩽n−2

(ai − aj) ̸= 0,

所以方程组 1⃝的系数矩阵的秩为 n-2, 基础解系含两个解. 为了求方程组 1⃝的基础解系，考虑

f(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an).

对于 k = 0, 1, · · · , n− 1, xk/f(x) 的部分分式展开为
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xk

f(x)
=

n∑
i=1

aki /f
′(ai)

x− ai
,

从而有

xk =
n∑

i=1

aki
f ′(ai)

f(x)

x− ai
.

比较两边上式两边的系数，可得

n∑
i=1

aki
f ′(ai)

=

0, k = 0, 1, · · · , n− 2,

1, k = n− 1.

这就表明，向量

η1 =

(
1

f ′ (a1)
,

1

f ′ (a2)
, · · · , 1

f ′ (an)

)
,

η2 =

(
a1

f ′ (a1)
,

a2
f ′ (a2)

, · · · , an
f ′ (an)

)
都是方程组的解. 下证这两个解是线性无关的，若不然，则存在不全为零的实数 s1, s2 , 使得

s1η1 + s2η2 = 0,

即有

s1 + s2ai = 0, i = 1, 2, · · · , n.

如果 s2 = 0 , 那么 s1 = 0 , 矛盾，所以 s2 ̸= 0 , 于是

ai = −s1
s2

, i = 1, 2, · · · , n.

此与 a1, a2, · · · , an 各不相同的事实矛盾. 所以 ηηη1, ηηη2 线性无关. 于是，方程组的通解为

(x1, x2, · · · , xn) = sη1 + tη2 =

(
s+ ta1
f ′ (a1)

,
s+ ta2
f ′ (a2)

, · · · , s+ tan
f ′ (an)

)
,

其中 s,t 为任意实数.
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3.6 思考与练习

3.1 (中国科学院,2006 年) 设向量组 α1, α2, · · · , αs(s > 2) 线性无关. 试讨论 α1 + α2, α2 +

α3, · · · , αs−1+ αs, αs + α1 的线性相关性.

3.2 设 α1, α2, · · · , αm 与 β1,β2, · · · ,βm 是 2m 个向量，且 βj = α1 +α2 + · · ·+αj(1 ⩽ j ⩽ m) .

证明: 向量组 β1,β2, · · · ,βm 线性无关当且仅当 α1, α2, · · · , αm 线性无关.

3.3 (华中科技大学,2012 年) 设 A 为实矩阵，证明 rank(ATA) = rankA = rank(AAT)

3.4 设向量组 α1, α2, · · · , αs 的秩为 r, 在其中任意取 m 个向量 αi1 , αi2 , · · · , αim 证明:

rank {αi1 , αi2 , · · · , αim} ⩾ r +m− s.

3.5 (上海大学,2013 年) 已知 α1 =



1

1

1

1

1


,α2 =


2

2

1

2

 ,α3 =


3

3

2

3

 ,α4 =


2

0

1

1

 ,α5 =


3

1

1

2

 , 求此

向量组的一个极大无关组，并将其他向量表示为此极大无关组的线性组合:

3.6 (厦门大学,2014 年) 设向量 β 可由向量组 α1, α2, · · · , αs 线性表出，但不能由向量组 α1, α2, · · ·

αs−1 线性表出. 求证: 向量组 α1, α2, · · · , αs−1, αs 和 α1, α2, · · · , αs−1, β 等价.

3.7 (大连理工大学,2007 年) 设非齐次线性方程组为


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




x1

x2

...

xn

 =


b1

b2
...

bn

 ,

证明: 如果

rank


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 = rank



a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...

an1 an2 · · · ann bn

b1 b2 · · · bn 0


,

那么该方程组有解.
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3.8 (南开大学,2005 年) 设齐次线性方程组



x2 + ax3 + bx4 = 0,

−x1 + cx3 + dx4 = 0,

ax1 + cx2 − ex4 = 0,

bx1 + dx2 − ex3 = 0

的一般解以 x3, x4 为自由未知量.

(1) 求 a, b, c, d, e 满足的条件；

(2) 求齐次线性方程组的基础解系

3.9 设 A 是数域 F 上秩为 r 的 n 阶对称矩阵，证明:A 中必存在一个非零的 r 阶主子式

3.10 (北京师范大学,2013 年) 叙述并证明 Cramer 法则.

3.11 (华中科技大学,2007 年) 证明: 平面上三条不同的直线 ax + by + c = 0, bx + cy + a = 0, cx +

ay + b = 0 相交的充分必要条件为 a+ b+ c = 0.

3.12 (中国科学院，2001 年）设 a, b, c, d 均为正实数，求出满足 y ⩾ ax+ b 与 y ⩾ −cx+ d 之 y 的

最小值.

3.13 (北京师范大学,2004 年) 已知线性方程组

x1 + x2 = a1,

x3 + x4 = a2,

x1 + x3 = b1,

x2 + x4 = b2.

(1) 求出系数矩阵的秩；

(2) 给出方程组有解的充分必要条件

3.14 (东南大学,2011 年) 设 n ⩾ 2 , 问: 当 a 取什么值时, 线性方程组



(1 + a)x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

2x1 + (2 + a)x2 + · · ·+ 2xn = 2,

· · · · · · · · · · · ·

nx1 + nx2 + · · ·+ (n+ a)xn = n

没有解，有唯一解，有无穷多解？当线性方程组有无穷多解时，求其通解

88



高等代数典型问题与方法 3.6 思考与练习

3.15 (西安电子科技大学,2010 年) 设 A =


1 a a 0

a 1 0 c

a 0 1 c

0 c c 1

 , b =


1

0

0

1

 . 讨论 a 与 c 取何值时，线性

方程组 Ax = b 有唯一解，无解，有无穷多解？并在有无穷多解时，求其通解

3.16 设 (1,−1, 1,−1)⊤ 是线性方程组


x1 + λx2 + µx3 + x4 = 0,

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0,

3x1 + (2 + λ)x2 + (4 + µ)x3 + 4x4 = 1

的一个解.

(1) 试求方程组的通解，并用对应的齐次线性方程组的基础解系表示通解；

(2) 试求方程组满足 x2 = x3 的全部解.

3.17 (北京大学,2006 年)(1) 设 A,B 分别是数域 K 上 s×n,s×m 矩阵, 叙述矩阵方程 AX = B 有解

的充分必要条件，并且给予证明；

(2) 设 A 是数域 K 上 s×n 列满秩矩阵，试问: 矩阵方程 XA = En 是否有解？若有解，则求出

它的解集. 要求写出理由；

(3)设 A是数域 K上 s×n列满秩矩阵，试问:对于数域 K上任意 s×m矩阵 B,矩阵方程 AX = B

是否一定有解？当有解时，它有多少个解？求出它的解集. 要求写出理由.

3.18 (北京大学,2008 年)(1) 设 A 是 s×n 矩阵，非齐次线性方程组 AX = β 有解且 rank A=r, 则

AX = β 的解向量中线性无关的最多有多少个？并找出一组个数最多的线性无关解向量；

(2) 设方程组 AX = β 对于所有的 s 维非零向量 β 都有解，求 rank A.

3.19 (四川大学,2007 年) 叙述并证明线性方程组有解的判别定理；当线性方程组有解时，给出它的

通解并证明之

3.20 (四川大学,2009 年)(1) 叙述并证明线性方程组的 Cramer 法则；

(2) 设 F,K 都是数域且 F ⊆ K. 已知 AX = β 是数域 F 上的线性方程组. 证明 AX = β 在 F 上

有解当且仅当 AX = β 在 K 上有解.

3.21 (南京航空航天大学,2010 年) 设 α1, α2, · · · , αm 是 m×n 矩阵 A 的行向量组 β1,β2, · · · ,βs 是

s×n 矩阵 B 的行向量组 X = (x1, x2, · · · , xn)
T
证明:

(1) 如果 β1,β2, · · · ,βs 是方程组 AX = 0 的基础解系，那么方程组 BX=0 的任一解都可由

α1, α2, · · · , αm 线性表示；

(2) 方程组 AX=0 与方程组 BX=0 同解的充分必要条件是向量组 α1, α2, · · · , αm 与向量组

|β1,β2, · · · ,βs| 等价.
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3.22 设 A,B 都是 m×n 矩阵，WA 与 WB 分别是齐次方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 的解空间.

(1) 证明: WA ⊆ WB 的充分必要条件是存在 m 阶方阵 P 使得 PA = B

(2) 证明: WA = WB 的充分必要条件是存在 m 阶可逆矩阵 T 使得 TA=B.

3.23 (南开大学,2008 年) 设 A1, A2, · · · , Am 为 n 阶方阵，且 rank (A1A2 · · ·Am) = rankAm . 证

明: 对任何 1 ⩽ j, k ⩽ m , 齐次线性方程组 AjAj+1 · · ·Amx = 0 与 AkAk+1 · · ·Amx = 0 同

解.

3.24 求解齐次线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0,

其中 aii = 2019, i = 1, 2, · · · , n; aij ∈ {2018, 610,−2018,−610} , i ̸= j, i, j = 1, 2, · · · , n.

3.25 设 A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mp,n(K) . 证明下列命题相互等价:

(1) 齐次线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 有非零公共解；

(2) 若 ξ1, ξ2, · · · , ξs 是 Ax = 0 的基础解系，则 Bξ1, Bξ2, · · · , Bξs 线性相关；

(3) 若 ξ1, ξ2, · · · , ξs 是 Ax = 0 的基础解系，η1, η2, · · · , ηt 是 Bx = 0 的基础解系，则

ξ1, ξ2, · · · , ξs, η1 η2, · · · , ηt 线性相关.

3.26 设 A 为方阵，请根据线性方程组 (1) AX = β1 和 (2)AX = β2 的解的下列三种情形:

(A) (1) 和 (2) 都有解；(B)(1) 有解而 (2) 无解；(C)(1) 和 (2) 都无解，

分别讨论线性方程组 (I) : (A,β1)X = β2 和 (Π) : (A, β2)X = β1 有解，无解还是不能确定.

3.27 (北京交通大学,2012 年) 已知向量

α1 =


1

0

3

 , α2 =


1

−1

a

 , α3 =


2

a+ 1

1

 , β =


1

1

b+ 2

 .

(1) )a, b 为何值时，β 不能被 α1,α2,α3 线性表出？

(2)a,b 为何值时，β 可由 α1,α2,α3 线性表出且表法不唯一？并写出其一般表达式

3.28 (数学二,2005 年) 试确定常数 a, 使向量组 α1 = (1, 1, a)T,α2 = (1, a, 1)T,α3 = (a, 1, 1)T 可由

向量组 β1 = (1, 1, a)T,β2 = (−2, a, 4)T,β3 = (−2, a, a)T 线性表示，但向量组 β1,β2,β3 不能

由向量组 α1, α2, α3 线性表示.
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3.29 (数学二,2019年)已知向量组 α1 = (1, 1, 4)T, α2 = (1, 0, 4)T, α3 = (1, 2, a2+3)T 与向量组 β1 =

(1, 1, a+ 3)
T
, β2 = (0, 2, 1− a)

T
, β3 = (1, 3, a2 + 3)

T
等价，求常数 a 的取值，并将向量 β3 用

向量组 α1, α2, α3 线性表示.

3.30 (数学一,2014 年) 设矩阵 A =


1 −2 3 −4

0 1 −1 1

1 2 0 −3

 ,E 为三阶单位矩阵

(1) 求齐次方程组 AX=0 的一个基础解系；

(2) 求满足 AB=E 的所有矩阵 B.

3.31 (数学一,2013 年) 设矩阵 A =

1 a

1 0

 ,B =

0 1

1 b

 . 当 a,b 为何值时存在矩阵 C 使得

AC − CA = B? 并求出所有矩阵 C.

3.32 设有线性方程组:



x1 + a1x2 + a21x3 = a31,

x1 + a2x2 + a22x3 = a32,

x1 + a3x2 + a23x3 = a33,

x1 + a4x2 + a24x3 = a34.

(1) 证明: 若 a1, a2, a3, a4 两两不相等，则此线性方程组无解；

(2) 设 a1 = a3 = k, a2 = a4 = −k(k ̸= 0) ，且已知 β = (−1, 1, 1)T 是该方程组的解. 试写出此方

程组的通解.

3.33 设 A 是 m×n 矩阵，β1,β2 都是 m 维列向量. 证明: 方程组 Ax = β1 与 Ax = β2 同时有解当

且仅当 rankA = rankB , 其中 B = (A,β1,β2) 是 m× (n+ 2) 矩阵.

3.34 设向量组 {α1, α2, · · · , αt} , {β1, β2, · · · , βt} , {α1, · · · , αt, β1, · · · , βt} 的秩分别为 r1, r2, r3 证

明:max {r1, r2} ⩽ r3 ⩽ r1 + r2

3.35 (南京航空航天大学,2013 年) 设 A 是秩为 r1 的 m×n 矩阵，B 是秩为 r2 的 m × k 矩阵，分

块矩阵 C = (A,B) 的秩为 r. 证明:

(1) max {r1, r2} ⩽ r ⩽ r1 + r2 i

(2) 矩阵方程 AX = B 有解的充分必要条件是 r = r1

(3) 齐次线性方程组 ATY = 0 与 CTY = 0 同解的充分必要条件是 AX = B 有解.

3.36 设 A = (aij) 为 n 阶实方阵，且 |aiiaji| >
∑

k ̸=i |aik|
∑

l ̸=i |ajl| 对任意 i, j(i ̸= j) 成立，证明:

detA ̸= 0.
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3.37 (兰州大学,2012年）设向量组 α1, α2, · · · , αr 可以由向量组 β1,β2, · · · ,βs 线性表示，且 r ≥ s.

证明: 向量组 α1, α2, · · · , αr 必线性相关.

3.38 (武汉大学,2010 年) 已知非齐次线性方程组



x1 + x2 + x3 + x4 = −1,

3x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 0,

5x1 + 3x2 + 7x3 − 3x4 = 1,

ax1 + x2 + 5x3 + bx4 = 3

(I):

有三个线性无关的解.

(1) 记方程组 (I) 的系数矩阵为 A, 试证明:rankA=2;

(2) 求 a,b 的值.

(3) 求方程组 (I) 的通解

3.39 (南京大学,2010 年) 设 α, β 都是实数域上的 n 维列向量，并且 α ̸= 0. 请构造一个 n 阶方阵 A

使得 A 满足下面两个条件:

(1) Aα = β

(2) 对于方程 αTX = 0 的任意一个解 X 都有 AX = X.

3.40 (中山大学,2016 年) 设 A =


0 a b c

−a 0 h −g

−b −h 0 f

−c g −f 0

 ∈ M4(R).

(1) 计算 A 的行列式 det A;

(2)设 λ ∈ R，证明:线性方程组 (λI+A)x = 0有非零解的充分必要条件是 λ = af+bg+ch = 0.

3.41 (中南大学,2013 年) 设 A,B 分别为 m×n 和 n×m 矩阵，满足 ABA = A , 又设 b 是 m 维列

向量. 证明: 线性方程组 AX = b 有解的充分必要条件是 ABb = b ，且在有解时其通解为

X = Bb+ (En −BA)Y ,

其中 En 为 n 阶单位矩阵，Y 为任意 n 维列向量.

3.42 设在几何空间 R3 中，平面 Πi 的方程为 Aix+Biy + Ciz +Di = 0(i = 1, 2, 3, 4)

(1) 给出这 4 个平面可围成四面体的条件，请阐述理由；
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(2) 求出这 4 个平面围成的四面体的体积

3.43 设 A 为 n 阶方阵 α1, α2, · · · , αs 是齐次线性方程组 (A−E)x = 0 的一个基础

解系，β1,β2, · · · ,βt 是齐次线性方程组 (A + E)x = 0 的一个基础解系，证明

α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt 是
(
A2 −E

)
x = 0 的一个基础解系.
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附录 思考与练习解答

答 3.1 令

vi = αi + αi+1 (i = 1, . . . , s), αs+1 = α1.

若
∑s

i=1 civi = 0，则由 α1, . . . , αs 线性无关，得到

cs + c1 = 0, ci + ci+1 = 0 (i = 1, . . . , s− 1).

故 ci = (−1)i−1c1，再由 (1 + (−1)s−1)c1 = 0 可知：当 s 为奇数时向量组线性无关；当 s 为偶数时线

性相关。

答 3.2 记

B = (β1, . . . , βm), A = (α1, . . . , αm).

则 B = AU，其中

U =


1 1 · · · 1

0 1
. . . ...

... . . . 1

0 · · · 0 1

 , detU = 1.

因此 U 可逆，A 与 B 的列空间相同，故两组列向量同时线性无关或同时线性相关。

答 3.3 设 A 为 m× n 实矩阵。若 Ax = 0，显然 ATAx = 0。反之，若 ATAx = 0，则

0 = xTATAx = (Ax)T(Ax) = ∥Ax∥2,

故 Ax = 0。于是 ker(ATA) = kerA，所以

rank(ATA) = rankA.

对 AT 应用同一结论，得 rank(AAT) = rankA。

答 3.4 任取其中 m 个向量组成向量组 B，其余 s−m 个向量组成 C。原向量组张成的空间包含在

span(B) + span(C) 中，因此

r ⩽ rankB + (s−m),

即

rankB ⩾ r +m− s.

答 3.5 把五个向量作为列向量排成矩阵并作初等行变换：
1 2 3 2 3

1 2 3 0 1

1 1 2 1 1

1 2 3 1 2

 −→


1 0 1 0 −1

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 .
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故秩为 3，且 {α1, α2, α4} 是一个极大无关组，

α3 = α1 + α2, α5 = −α1 + α2 + α4.

答 3.6 因为 β 可由 α1, . . . , αs 线性表示，设

β = c1α1 + · · ·+ csαs.

若 cs = 0，则 β 可由 α1, . . . , αs−1 表示，矛盾，所以 cs ̸= 0。于是

αs =
1

cs

(
β −

s−1∑
i=1

ciαi

)
,

说明 αs 可由 α1, . . . , αs−1, β 表示；而 β 又可由 α1, . . . , αs 表示。两组向量可以互相线性表示，故等

价。

答 3.7 记系数矩阵为 A，增广矩阵为 Ã = (A, b)。若方程组无解，则

rank Ã = rankA+ 1.

但 Ã 是分块矩阵

M =

A b

bT 0


的前 n 行，因此 rankM ⩾ rank Ã = rankA+ 1，与题设 rankM = rankA 矛盾。所以方程组有解。

答 3.8 由前两个方程可得

x1 = cx3 + dx4, x2 = −ax3 − bx4.

代入后两个方程。由于 x3, x4 是自由未知量，对应系数必须都为零，故

ad− bc = e, bc− ad = e,

从而

ad = bc, e = 0.

此时基础解系为

ξ1 = (c,−a, 1, 0)T, ξ2 = (d,−b, 0, 1)T.

通解为

(x1, x2, x3, x4)
T = t1ξ1 + t2ξ2, t1, t2 ∈ F.

答 3.9 把 A 看作 Fn 上对称双线性型的矩阵。取坐标子集 I，使主子式 |AII | 非零，并令 |I| = q 尽

可能大。若 q < r，把矩阵重排为  B C

CT D

 ,

95



高等代数典型问题与方法 附录 思考与练习解答

其中 B = AII 可逆。记 Schur 补 S = D−CTB−1C。若 S 有非零对角元 sii，则 I ∪ {i} 对应一个更

大的非零主子式；若某个 sij ̸= 0 (i ̸= j)，则 I ∪ {i, j} 对应的主子式也非零。两种情形都与 q 的极

大性矛盾。因此 S = 0，从而 rankA = q。于是 q = r，即存在一个非零的 r 阶主子式。

答 3.10 Cramer 法则. 设含有 n 个未知量的 n 元线性方程组为

n∑
j=1

aijxj = bi (i = 1, . . . , n),

其系数行列式 D = det(aij) ̸= 0。则方程组有唯一解

xj =
Dj

D
(j = 1, . . . , n),

其中 Dj 是把 D 的第 j 列换成常数项列 (b1, . . . , bn)
T 后所得的行列式。

证明. 把第 j 个方程乘以 D 的第 j 行元素的代数余子式，再关于 j 求和。利用行列式按列展开，

立即得到

Dxj = Dj .

因 D ̸= 0，所以 xj = Dj/D。另一方面，若两个列向量 x, y 都是解，则 A(x− y) = 0。若 x ̸= y，则

齐次方程组有非零解，从而 D = 0，与假设矛盾。因此解唯一。

答 3.11 三条直线有公共点的充分必要条件是三条直线方程构成的齐次方程组有非零解 (x, y, 1)，故

系数行列式为零。计算得

det


a b c

b c a

c a b

 = −(a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
.

而

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca =
1

2

(
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

)
.

若 a = b = c，三直线重合，与题设“三条不同的直线”矛盾。因此上述行列式为零当且仅当

a+ b+ c = 0.

答 3.12 设两边界直线的交点为 (x0, y0)。由

y0 = ax0 + b = −cx0 + d

得

x0 =
d− b

a+ c
, y0 =

ad+ bc

a+ c
.

可行域是两条直线的上方区域，且函数 y 无上界，因此最小值为

ymin =
ad+ bc

a+ c
.
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答 3.13 系数矩阵为

A =


1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

 .

第一、二、三行线性无关，而第四行等于第一、二行之和减去第三行，所以 rankA = 3。

方程组有解当且仅当

a1 + a2 = b1 + b2.

此时令 x3 = t，则

x1 = b1 − t, x2 = a1 − b1 + t, x4 = a2 − b1 + t, t ∈ F.

故通解为

X = (b1, a1 − b1, 0, a2 − b1)
T + t(−1, 1, 1, 1)T.

答 3.14 令 S = x1 + · · ·+ xn。方程组等价于

iS + axi = i, i = 1, . . . , n.

当 a = 0 时，所有方程等价于 S = 1，故有无穷多解

x1 + · · ·+ xn = 1.

当 a ̸= 0 时，

xi = 1− iS

a
.

相加得

S = n− S

a

n(n+ 1)

2
,

即 (
a+

n(n+ 1)

2

)
S = na.

因此：

• 若 a = −n(n+ 1)

2
，则 na ̸= 0，方程组无解；

• 若 a /∈
{
0,−n(n+ 1)

2

}
，则方程组有唯一解

xi = 1− ni

a+ n(n+1)
2

, i = 1, . . . , n.

答 3.15 把 A 的第 2, 3 个方程相减，得 x2 = x3。令 x2 = x3 = t，原方程等价于
x1 + at+ at = 1,

ax1 + t+ cx4 = 0,

2ct+ x4 = 1.
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消去 x1, x4 得 (
1− 2a2 − 2c2

)
t = −(a+ c).

记 ∆ = 1− 2a2 − 2c2。

若 ∆ ̸= 0，方程组有唯一解

x1 = 1 +
2a(a+ c)

∆
, x2 = x3 = −a+ c

∆
, x4 = 1 +

2c(a+ c)

∆
.

若 ∆ = 0，则 a2 + c2 = 1
2
。此时方程组有解当且仅当 a+ c = 0，即

(a, c) =

(
1

2
,−1

2

)
或 (a, c) =

(
−1

2
,
1

2

)
.

这时有无穷多解： (a, c) =
(
1
2
,− 1

2

)
: X = (2− t, t− 1, t− 1, t)T,

(a, c) =
(
− 1

2
, 1
2

)
: X = (2− t, 1− t, 1− t, t)T,

t ∈ R.

若 a2 + c2 = 1
2
且 a+ c ̸= 0，则无解。

答 3.16 把 β = (1,−1, 1,−1)T 代入第三式，并利用前两式，得

−λ+ µ = 0, µ− λ = 0,

故必须有

µ = λ .

此时系数矩阵为

A =


1 λ λ 1

2 1 1 2

3 2 + λ 4 + λ 4

 ,

其行阶梯形化为 
1 0 0 1

0 1 0 − 1
2

0 0 1 1
2

 .

因此导出组的基础解系可取

ξ = (−2, 1,−1, 2)T.

方程组通解为

X = (1,−1, 1,−1)T + t(−2, 1,−1, 2)T, t ∈ R.

再由 x2 = x3，得 −1 + t = 1− t，即 t = 1。所以满足条件的全部解为

X = (−1, 0, 0, 1)T .
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答 3.17 (1) 记 B = (β1, . . . , βm)。矩阵方程 AX = B 有解，当且仅当每一列 βj 都可由 A 的列向

量线性表示，即

Col(B) ⊆ Col(A).

这又等价于

rankA = rank(A,B).

(2) 因 A 为 s×n 且列满秩 n，线性映射 A : Kn → Ks 为单射，存在线性左逆。取任一左逆 X0，

即 X0A = En，则 XA = En 有解，且全部解为

X = X0 + Z(Es −AX0) , Z ∈ Mn,s(K).

(3)并非对任意 s×m矩阵 B 都有解。若 B 有解，则因 kerA = {0}，解唯一。具体地，AX = B

有解当且仅当

rank(A,B) = rankA = n,

此时唯一解为

X = X0B ,

其中 X0 是 A 的任一左逆。只有当 A 为可逆方阵（即 s = n）时，任意 B 才都有解。

答 3.18 (1) 设 X0 是 AX = β 的一个特解，ξ1, . . . , ξn−r 是 AX = 0 的基础解系。方程组的解空间

是仿射空间

X0 + span{ξ1, . . . , ξn−r}.

因此解向量中线性无关向量最多有

n− r + 1

个。取

X0, X0 − ξ1, . . . , X0 − ξn−r

即可达到这个数目。

(2) 因对任意非零 s 维列向量 β，方程 AX = β 都有解，所以 Ks = Col(A)。于是

rankA = s .

答 3.19 有解判别定理. 设 A 为 m× n 矩阵，β 为 m 维列向量。线性方程组 AX = β 有解，当且

仅当

rankA = rank(A, β) .

证明. 若 AX = β 有解，则 β 是 A 的列向量组的线性组合，所以 β ∈ Col(A)，故增广矩阵与系

数矩阵的列空间相同，秩相等。
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反之，若秩相等，则 β 属于 A 的列空间，即存在 X0 使 AX0 = β。若有解，设 ξ1, . . . , ξn−r 为

AX = 0 的基础解系，其中 r = rankA，则全部解为

X = X0 +

n−r∑
i=1

tiξi , ti ∈ F.

答 3.20 (1) 见第 3.10 题。

(2) 线性方程组在数域 F 上有解，当且仅当

rankF A = rankF (A, β).

矩阵的秩等于其最高阶非零子式的阶数。由于所有元素均在 F 中，一个子式在 F 中非零当且仅当它

在扩域 K 中非零，因此

rankF A = rankK A, rankF (A, β) = rankK(A, β).

所以方程组在 F 上有解，当且仅当其在 K 上有解。

答 3.21 (1) β1, . . . , βs 是 AX = 0 的基础解系，故

span{β1, . . . , βs} = {X : AX = 0}.

若 BX = 0，则 X 与每个 βi 正交，从而 X 属于 {AX = 0}⊥。在线性代数基本关系

{AX = 0}⊥ = Row(A)

下，存在 c1, . . . , cm，使

X =

m∑
i=1

ciαi.

(2) AX = 0 与 BX = 0 同解，当且仅当

kerA = kerB.

取正交补得

Row(A) = Row(B).

这又等价于两组行向量 α1, . . . , αm 与 β1, . . . , βs 互相可以线性表示，即两组向量等价。

答 3.22 (1) 若存在 P 使 PA = B，则 Ax = 0 ⇒ Bx = PAx = 0，故 WA ⊆ WB。

反之，若 WA ⊆ WB，则每个满足 Ax = 0 的向量都满足 Bx = 0，即 kerA ⊆ kerB。于是

Row(B) = (kerB)⊥ ⊆ (kerA)⊥ = Row(A).

B 的每一行都是 A 的行向量的线性组合，因此存在矩阵 P，使

PA = B.
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(2) 由 (1)，只需证明：当 WA = WB 时，可把 P 选为可逆矩阵。此时 Row(A) = Row(B)，且

rankA = rankB。取两组行向量各自的极大无关组，它们张成同一空间，故可以选取相同的 r 个行向

量作为基。将这两组基按列组成矩阵，其线性变换矩阵可逆；再补足到 m阶方阵后，可得到可逆矩阵

P，使 PA = B。反过来，若 T 可逆且 TA = B，则 Ax = 0 ⇔ TAx = 0 ⇔ Bx = 0，故 WA = WB。

答 3.23 记

Sj = AjAj+1 · · ·Am, j = 1, . . . ,m.

由

rank(A1A2 · · ·Am) = rankAm

及

rank(XA) ⩽ rankA

可知

rankS1 ⩽ rankS2 ⩽ · · · ⩽ rankSm = rankAm = rankS1.

因此所有 rankSj 均相等。在等式 Sj = AjSj+1 中，若 kerSj ̸= kerSj+1，由于 kerSj+1 ⊆ kerSj，映

射 Aj 限制在 ImSj+1 上不是单射，从而秩会严格下降，矛盾。因此

kerSj = kerSj+1.

逐次传递得

kerSj = kerSk,

即 Sjx = 0 与 Skx = 0 同解。

答 3.24 所有非对角元 aij ∈ {±2018,±610} 都是偶数，而对角元 aii = 2019 为奇数。把系数矩阵模

2 化简，得

A ≡ En (mod 2).

因此 detA ≡ detEn = 1 (mod 2)，特别地 detA ̸= 0。所以该齐次方程组只有零解：

x1 = x2 = · · · = xn = 0 .

答 3.25 记 ξ1, . . . , ξs 为 kerA 的基，η1, . . . , ηt 为 kerB 的基。

(1) ⇒ (2)：若存在非零 x ∈ kerA ∩ kerB，则 x =
∑

ciξi 且不全为零。由∑
ciBξi = Bx = 0

知 Bξ1, . . . , Bξs 线性相关。

(2) ⇒ (1)：若存在不全为零的 ci，使
∑

ciBξi = 0，令 x =
∑

ciξi。则 x ̸= 0，且 Ax = 0, Bx = 0，

即存在非零公共解。

(1) ⇒ (3)：非零公共解 x 可由两组基分别表示为

x =
∑

ciξi =
∑

djηj .
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其中两组系数都不能全为零，故

ξ1, . . . , ξs, η1, . . . , ηt

线性相关。

(3) ⇒ (1)：若上述两组基的并集线性相关，由于每组内部线性无关，必存在不全为零的 ci, dj，使∑
ciξi +

∑
djηj = 0.

令 x =
∑

ciξi = −
∑

djηj，则 x ̸= 0，且 x ∈ kerA ∩ kerB。

答 3.26 记 Col(A) 为 A 的列空间。

情形 (A)： β1, β2 ∈ Col(A)。两个方程组都有解。

情形 (B)： β1 ∈ Col(A)，而 β2 /∈ Col(A)。

• 方程组 (I) 形如 Ay + tβ1 = β2。无论 t 取何值，tβ1 ∈ Col(A)，故无解；

• 方程组 (II) 取 t = 0，化为 Ay = β1，故有解。

情形 (C)： β1, β2 /∈ Col(A)。此时不能确定。

• 若在商空间 Fm/Col(A) 中 β1, β2 线性相关，则存在 t ̸= 0，使 β2 − tβ1 ∈ Col(A)，两个方程都

有解；

• 若上述两个剩余类线性无关，则两个方程都无解。

答 3.27 设

β = xα1 + yα2 + zα3.

比较三个分量，得 
x+ y + 2z = 1,

−y + (a+ 1)z = 1,

3x+ ay + z = b+ 2.

由第二式得 y = (a+ 1)z − 1，由第一式得 x = 2− (a+ 3)z。代入第三式，得

(a− 4)(a+ 2)z = b+ a− 4.

(1) β 不能由 α1, α2, α3 表示，当且仅当

a = −2, b ̸= 6 或 a = 4, b ̸= 0 .

(2) 表达式不唯一的情形为

(a, b) = (−2, 6) 或 (a, b) = (4, 0) .
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对应全部表达式分别为

(−2, 6) : β = (2− t)α1 + (−t− 1)α2 + tα3,

(4, 0) : β = (2− 7t)α1 + (5t− 1)α2 + tα3,
t ∈ R.

答 3.28 记

A = (α1, α2, α3), B = (β1, β2, β3).

计算得

detA = −(a− 1)2(a+ 2), detB = (a− 4)(a+ 2).

逐项讨论：

• a ̸= −2, 4 时，A 可逆。于是 β 的每一列都可由 A 的列表示，但 B 也可逆，从而 α 组也能由 β

组表示，不符合题意；

• a = 1 或 a = −2 时，rank(A,B) > rankA，故 β 组不能全由 α 组表示；

• a = 4 时，A 可逆，故 β1, β2, β3 都可由 α1, α2, α3 表示；而 rankB = 2 < 3，所以 α 组不能全

由 β 组表示。

因此

a = 4 .

答 3.29 以 αi, βi 为列作矩阵，计算得

det(α1, α2, α3) = −(a− 1)(a+ 1),

det(β1, β2, β3) = 2(a− 1)(a+ 1).

当 a ̸= ±1 时，两组向量都张成 R3，故等价。当 a = 1 时，两组秩均为 2，且并组秩为 2，故等价。

当 a = −1 时，两组秩均为 2，但并组秩为 3，故不等价。因此

a ∈ R \ {−1} .

并且

β3 = α1 − α2 + α3 (a ̸= ±1),

而

β3 = −α1 + 2α3 (a = 1).

答 3.30 (1) 对 A 作初等行变换：

A −→


1 0 0 1

0 1 0 −2

0 0 1 −3

 .
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故 rankA = 3，且

(−1, 2, 3, 1)T

是 AX = 0 的一个基础解系。

(2) 设 AB = E3，则 B 的三列分别都是对应非齐次方程组的解。由行阶梯形可写出

B =


2− u 6− v −1− w

2u− 1 2v − 3 2w + 1

3u− 1 3v − 4 3w + 1

u v w

 , u, v, w ∈ R.

答 3.31 设

C =

x y

z w

 .

计算

AC − CA =

 (a− 1)z y + aw − ax

x− z − w y − az

 .

令其等于

0 1

1 b

，按参数讨论：
• 若 a ̸= 0, 1，对任意 b，解存在：

z = 0, y = b, x =
b− 1

a
, w =

b− 1− a

a
.

• 若 a = 0，解存在当且仅当 b = 1，全部解为

C =

t 1

0 t− 1

 , t ∈ F.

• 若 a = 1，解存在当且仅当 b = 2，全部解为

C =

u+ v + 1 u+ 2

u v

 , u, v ∈ F.

答 3.32 (1) 若 x = (x1, x2, x3) 是解，则三次多项式

f(t) = t3 − x3t
2 − x2t− x1

满足

f(ai) = 0, i = 1, 2, 3, 4.

若 a1, a2, a3, a4 两两不同，则 f(t) 有四个不同的根。但 f(t) 是三次多项式且首项系数为 1，不可能

有四个不同的根，矛盾。因此方程组无解。
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(2) 将 a1 = a3 = k, a2 = a4 = −k 代入，只需考虑x1 + kx2 + k2x3 = k3,

x1 − kx2 + k2x3 = −k3.

两式相减得 x2 = k2。代回得

x1 + k2x3 = 0.

故当 k ̸= 0 时通解为

X = (−k2t, k2, t)T, t ∈ R.

又 β = (−1, 1, 1)T 是解，故 k2 = 1。所以

k = ±1 , X = (−t, 1, t)T , t ∈ R.

答 3.33 若两个方程都有解，则 β1, β2 都属于 Col(A)，所以

Col(A, β1, β2) = Col(A),

从而 rankA = rank(A, β1, β2)。

反之，若秩相等，则加入 β1, β2 后列空间没有扩大，故

β1, β2 ∈ Col(A).

于是两个方程都有解。

答 3.34 设

U = span{α1, . . . , αt}, V = span{β1, . . . , βt}.

两个子空间的和的维数为

dim(U + V ) = r3.

一方面，

r3 ⩾ max{dimU, dimV } = max{r1, r2}.

另一方面，

dim(U + V ) = dimU + dimV − dim(U ∩ V ) ⩽ r1 + r2.

因此

max{r1, r2} ⩽ r3 ⩽ r1 + r2.

答 3.35 (1) 分块矩阵 C = (A,B) 的列空间满足

Col(C) = Col(A) + Col(B).

于是

max{r1, r2} ⩽ dim Col(C) = r ⩽ r1 + r2.
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(2) AX = B 有解，当且仅当 Col(B) ⊆ Col(A)，亦即

Col(C) = Col(A).

取维数即得 r = r1。反之，若 r = r1，则由 Col(A) ⊆ Col(C) 且维数相等，得 Col(C) = Col(A)，故

Col(B) ⊆ Col(A)，即 AX = B 有解。

(3) 由

kerAT = (ColA)⊥, kerCT = (ColC)⊥

可知 ATY = 0 与 CTY = 0 同解，当且仅当

ColA = ColC.

再与 (2) 比较，等价于 AX = B 有解。

答 3.36 记

Ri =
∑
k ̸=i

|aik|.

假设 detA = 0，则存在非零列向量 x = (x1, . . . , xn)
T，使 Ax = 0。将各分量按绝对值从大到小重新

编号，使

|x1| ⩾ |x2| ⩾ · · · ⩾ |xn|.

由第 1 个方程得

|a11||x1| ⩽ R1|x2|.

由第 2 个方程得

|a22||x2| ⩽ R2|x1|.

两式相乘，得

|a11a22||x1x2| ⩽ R1R2|x1x2|.

由于 x ̸= 0，且 |x1| ⩾ |x2|，上式中 |x1x2| > 0，故

|a11a22| ⩽ R1R2,

与题设 i = 1, j = 2 时的严格不等式矛盾。因此 detA ̸= 0。

答 3.37 因 α1, . . . , αr 可由 β1, . . . , βs 线性表示，

rank{α1, . . . , αr} ⩽ rank{β1, . . . , βs} ⩽ s < r.

含有 r 个向量的向量组的秩小于 r，所以该向量组线性相关。

答 3.38 (1) 前三个方程中，第三行等于第一行的 −1 倍加上第二行的 2 倍，故由前三个方程组成的

系数矩阵秩为 2。加入第四个方程后，系数矩阵 A 的秩不超过 4，且至少为 2。
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若 AX = b 有三个线性无关的解，则它们的差向量中可得到两个线性无关的齐次方程组的解。因

此 dim kerA ⩾ 2，从而

rankA = 4− dim kerA ⩽ 2.

于是

rankA = 2 .

(2) 记第四行系数向量为 (a, 1, 5, b)。它必须属于前三行张成的空间，即存在 u, v，使

(a, 1, 5, b) = u(1, 1, 1, 1) + v(3, 2, 4,−1).

由第二、三分量得

u+ 2v = 1, u+ 4v = 5,

故 v = 2, u = −3。于是

a = 3, b = −5 .

此时第四个方程也恰与前三式相容。

(3) 方程等价于 x1 + x2 + x3 + x4 = −1,

3x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 0.

取 x3 = s, x4 = t，解得

x1 = 2− 2s+ 3t, x2 = −3 + s− 4t.

因此通解为

X = (2,−3, 0, 0)T + s(−2, 1, 1, 0)T + t(3,−4, 0, 1)T , s, t ∈ R.

答 3.39 令

A = En +
(β − α)αT

αTα
.

这是一个 n 阶方阵，且

Aα = α+
(β − α)(αTα)

αTα
= β.

若 αTX = 0，则

AX = X +
(β − α)(αTX)

αTα
= X.

所以该矩阵满足题目两个条件。

答 3.40 (1) 按第一行展开并整理，得

detA = (af + bg + ch)2 .

(2) 计算特征多项式

det(λE4 +A) = λ4 + λ2
(
a2 + b2 + c2 + f2 + g2 + h2

)
+ (af + bg + ch)2.
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右端为若干实平方项之和，故它等于零当且仅当

λ = 0 且 af + bg + ch = 0 .

齐次方程 (λE4 +A)x = 0 有非零解，当且仅当 det(λE4 +A) = 0，于是结论成立。

答 3.41 若 AX = b，左乘 AB 得

ABb = ABAX = AX = b.

反之，若 ABb = b，取 X = Bb，便得到 AX = ABb = b，故有解。

当有解时，X = Bb+ (En −BA)Y 显然满足

AX = ABb+A(En −BA)Y = ABb+A(En −BA)Y.

由 ABA = A 得 A(En −BA) = A−ABA = 0，故它确为解。

反之，若 AX = b，取 Y = X，则

Bb+ (En −BA)X = B(AX) +X −BAX = BAX +X −BAX = X.

所以其通解就是题中形式。

答 3.42 记第 i 个平面的法向量为 ni = (Ai, Bi, Ci)，齐次系数矩阵为

M =


A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

A3 B3 C3 D3

A4 B4 C4 D4

 .

(1) 四个平面围成四面体，当且仅当：

• detM ̸= 0；

• 任意三个平面的法向量线性无关，即删去任一平面后所得的 3× 3 法向量行列式

∆i = det


Aj Bj Cj

Ak Bk Ck

Al Bl Cl

 ̸= 0 ({i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}).

前者保证四个平面不共点；后者保证任意三个平面相交于唯一顶点，从而形成四个互异的顶点。

(2) 设 ∆i 如上。四面体体积为

V =
| detM |3

6
∏4

i=1 |∆i|
.

该式来自齐次顶点坐标矩阵的绝对值行列式除以 3!，量纲与平面方程中各系数的统一缩放无关。
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答 3.43 若 (A− E)x = 0，则 Ax = x，从而

(A2 − E)x = A2x− x = x− x = 0.

同理，(A+ E)x = 0 的解也满足 (A2 − E)x = 0。故两组向量合起来都属于 ker(A2 − E)。

又

(A2 − E) = (A− E)(A+ E).

若 x ∈ ker(A2 − E)，令 y = (A + E)x。则 (A − E)y = 0，即 y ∈ ker(A − E)。在 ker(A + E) 上，

A = −E，所以 A−E = −2E 可逆。取唯一的 z ∈ ker(A+E)使 (A−E)z = y，则 x−z ∈ ker(A−E)，

于是

ker(A2 − E) = ker(A− E)⊕ ker(A+ E).

因此 ξ1, . . . , ξs 与 β1, . . . , βt 的并集线性无关，并且张成 ker(A2 − E)，给出该解空间的一组基。
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